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Uma nova turbina auto-rectificadora, cujo rotor tem entrada e saı´da radiais, tem vindo
a ser desenvolvida no Instituto Superior Te´cnico para aproveitamento da energia das
ondas por coluna de a´gua oscilante.
Neste trabalho e´ apresentada a modelac¸a˜o nume´rica do rotor da turbina e do es-
coamento ao longo das suas pa´s. Pretende-se que a geometria do rotor possa ser alvo
de optimizac¸a˜o, pelo que a modelac¸a˜o do escoamento tem de ser feita em func¸a˜o da
geometria que, por sua vez, tem de ser parametrizada. Sa˜o estes paraˆmetros que po-
dera˜o ser alvo de optimizac¸a˜o, nomeadamente recorrendo a algoritmos de optimizac¸a˜o.
Todo este processo tem de ser feito de forma automa´tica e comandado pelo algoritmo
de optimizac¸a˜o que insere os paraˆmetros no gerador de geometria que, a seu turno,
passa a geometria para o gerador de malha e que, por sua vez, passa a malha para o
modelador do escoamento, de onde se retiram as informac¸o˜es pretendidas.
Para o ca´lculo do escoamento foi utilizado um co´digo comercial de CFD, baseado
no me´todo de volumes finitos, para a integrac¸a˜o das equac¸o˜es Reynolds-Averaged Navier-
Stokes.
Foi desenvolvido um me´todo de gerac¸a˜o de malha a partir de geometrias parame-
trizadas.
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A new self-rectifying air turbine for applications in wave energy conversion by oscillating-
water-column devices is being developed at Instituto Superior Te´cnico, Lisbon. The tur-
bine is of impulse type, with radial flow at rotor inlet and outlet.
The study presents the numerical modelling of the flow through the turbine rotor. It
is intended that the rotor geometry could be optimized, so that the flow modeling must
be done in such a way that it depends on the geometry, which has to be parametrized.
These are the parameters that can be optimized, namely using optimization algorithms.
All this process has to be done in an automatic way and headed by the optimization al-
gorithm that inputs the parameters in the geometry generator that sends the geometry
to the mesh generator that, on its turn, sends the mesh to the flow modeler. From the
flow modeler, one can take the desired informations about the flow.
The flow calculations were performed with a comercial CFD software, based on the
finite volume method to integrate the Reynolds-averaged Navier-Stokes equations.
A mesh generating method from parametric geometries was developed.
Key-words: wave energy, oscilating water column, numerical methods, biradial tur-
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RANS = equac¸o˜es de Navier-Stokes em me´dia memporal de Reynolds para
o campo me´dio (do Ingleˆs Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations
RSM = do Ingleˆs Reynolds Stress Models
SST = do Ingleˆs Shear Stress Transport
Sı´mbolos Romanos
A = a´rea
a = matriz de coeficientes das curvas polinomiais
b = altura da secc¸a˜o de entrada (e de saı´da) do rotor
Bi,n = polino´mio i de Bernstein de grau n
D = diaˆmetro
Dh = diaˆmetro hidra´ulico
Df = matriz das derivadas parciais
E = energia total especı´fica
F = vector de forc¸as
f = vector de func¸o˜es
g = vector acelerac¸a˜o da gravidade
Gk = gerac¸a˜o de energia cine´tica turbulenta
k = energia cine´tica turbulenta
xv
K = curvatura local
Ni,4 = polino´mio i de quarta ordem
n = vector normal a` superfı´cie
p = pressa˜o
P = vector posic¸a˜o dos pontos a interpolar
Q = caudal volu´mico
R = raio
R = vector posic¸a˜o
Re = nu´mero de Reynolds
Rij = tensores de Reynolds
s = paraˆmetro das curvas parame´tricas
Sm = fonte de mate´ria
Sk, Sω = termos fonte de k e de ω
t = paraˆmetro das curvas parame´tricas, tempo
T = bina´rio, temperatura absoluta
u = paraˆmetro das curvas parame´tricas
u = vector com as componentes da velocidade de transporte
U = norma do vector u
V = volume, norma do vector v
Vm = componente radial da velocidade absoluta
v = vector de varia´veis independentes
V = vector posic¸a˜o dos ve´rtices dos splines
vτ = velocidade de fricc¸a˜o
vx, vy, vz = velocidade do escoamento na direcc¸a˜o das coordenadas x, y e z
v = vector formado pelas componentes da velocidade vx, vy e vz
wx, wy, wz = velocidade relativa do escoamento na direcc¸a˜o das coordenadas x, y e z
w = vector com as componentes da velocidade relativa wx, wy e wz
W = norma do vector w
x, y, z = coordenadas cartesianas x, y e z
y+ = distaˆncia adimensional a` parede
Yk, Yω = dissipac¸a˜o de k e de ω
Sı´mbolos Gregos
α = aˆngulo entre a velocidade absoluta e a direcc¸a˜o
circunferencial do rotor
β = aˆngulo entre a velocidade relativa e a direcc¸a˜o
circunferencial do rotor
γ = aˆngulo entre a velocidade relativa e a direcc¸a˜o radial do rotor
Γk, Γω = difusividade de k e de ω
∆t = intervalo de tempo
δij = delta de Kronecker
∂ = derivada parcial
η = rendimento
ρ = massa volu´mica do ar
xvi
µ = viscosidade dinaˆmica do ar
µt = viscosidade turbulenta do ar
ν = viscosidade cinema´tica do ar
ω = taxa de dissipac¸a˜o especı´fica da energia cine´tica de turbuleˆncia
Ω = vector formado pelas componentes da velocidade
de rotac¸a˜o Ωx, Ωy e Ωz
Ω = norma do vector Ω
φ = quantidade escalar gene´rica, coeficiente de caudal
φ¯ = valor me´dio da quantidade escalar gene´rica para RANS
φ′ = valor da flutuac¸a˜o da quantidade escalar gene´rica para RANS
τw = tensa˜o de corte na parede
θ = coordenada cilı´ndrica θ
ξ = versor do referencial ortonormado local
ζ′ = versor auxiliar
η = versor do referencial ortonormado local






O presente trabalho surge na sequeˆncia da aposta na investigac¸a˜o que tem sido
feita pelo Departamento de Engenharia Mecaˆnica (DEM) do Instituto Superior
Te´cnico (IST), desde 1977, com o objectivo de desenvolver sistemas para aprovei-
tamento da energia das ondas com a sua conversa˜o em energia ele´ctrica. Insere-
se num projecto que se tem vindo a desenvolver no IST nos u´ltimos anos e que
visa desenvolver uma nova turbina pensada e desenhada para ser implementada
em sistemas de coluna da a´gua oscilante (CAO): a turbina biradial. Este projecto
surge em paralelo com um segundo, que tem por objectivo o desenvolvimento
de um sistema de CAO inovador, em que a caˆmara de ar e´ inserida num dispo-
sitivo flutuante (Gomes et al., 2012b) que torna o desenvolvimento desta turbina
ainda mais interessante e necessa´rio dadas as caracterı´sticas que esta apresenta,
que sera˜o aprofundadas mais a` frente na secc¸a˜o 1.2.2 e que a tornam particular-
mente indicada para a utilizac¸a˜o neste novo sistema em particular e nos sistemas
de CAO em geral.
Neste primeiro capı´tulo e´ feita uma pequena introduc¸a˜o a` energia das ondas
que e´ apresentada como uma fonte de energia limpa e renova´vel, conceitos estes
que tambe´m sera˜o abordados e questionados. Sera´ efectuada uma ana´lise da
situac¸a˜o energe´tica global e, dentro da energia das ondas, sera´ dado destaque
aos sistemas de CAO e, particularmente, ao sistema de CAO flutuante que esta´ a
ser desenvolvido no IST e sera´, enta˜o, apresentada a turbina biradial e analisada
a forma como esta turbina pode satisfazer as exigeˆncias dos sistemas de CAO.
Por fim, sera˜o apresentados os principais objectivos deste trabalho.
No Capı´tulo 2 sera´ explicada detalhadamente a forma como foi gerada a ge-
ometria parametrizada do rotor da turbina biradial. Trata-se de um capı´tulo que
aborda uma a´rea da engenharia denominada geometria computacional. Sera˜o
fornecidas as bases teo´ricas acerca das ferramentas utilizadas e sera´ explicada a
forma como estas foram utilizadas no caso concreto do desenho do rotor.
O Capı´tulo 3 explica como e´ que, a partir da geometria gerada no capı´tulo
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anterior, se gera um domı´nio de ca´lculo apropriado e pronto a determinar os va-
lores das grandezas no interior do domı´nio, partindo de um sistema de equac¸o˜es
que determina a forma como uma quantidade evolui no espac¸o e no tempo e
impondo o valor dessas quantidades nas fronteiras. A este domı´nio de ca´lculo
discretizado da´-se o nome de malha.
O Capı´tulo 4 aborda a forma como foi modelado o escoamento atrave´s do
rotor. Trata-se da determinac¸a˜o do sistema de equac¸o˜es referido no u´ltimo
para´grafo e das te´cnicas utilizadas na sua resoluc¸a˜o. Para isso e´ efectuada uma
primeira ana´lise fı´sica do escoamento entre a entrada e a saı´da, sa˜o definidos
todos os modelos nume´ricos utilizados e impo˜em-se as condic¸o˜es nas fronteiras
do domı´nio de ca´lculo.
No Capı´tulo 5 sa˜o apresentados alguns resultados dos ca´lculos efectuados e
e´ feita uma ana´lise mais detalhada do escoamento no interior do rotor.
No Capı´tulo 6 sa˜o, por fim, apresentadas as principais concluso˜es deste tra-
balho assim como algumas notas acerca do trabalho realizado e sugesto˜es para
trabalhos futuros.
1.2 Energia das ondas
Desde a de´cada de 70, com as duas crises do petro´leo, que tem sido feito um
esforc¸o, nomeadamente no campo da Investigac¸a˜o e Desenvolvimento (I&D),
por forma a permitir a viabilidade de fontes de energia alternativas aos tradi-
cionais combustı´veis fo´sseis (carva˜o, petro´leo e ga´s natural) que teˆm dominado
o paradigma energe´tico desde a Revoluc¸a˜o Industrial, no inı´cio do se´culo XIX
ate´ aos dias de hoje. No ano de 2010, segundo a Ageˆncia Internacional de Ener-
gia, 81% da energia ’consumida’ foi proveniente de combustı´veis fo´sseis (IEA,
2013). As fontes de energia ditas renova´veis 1 surgiram, no contexto dos anos 70,
como uma alternativa interessante. Ao problema da altura, que se poderia carac-
terizar de sustentabilidade material (e, consequentemente, de sustentabilidade
econo´mica), veio-se acrescentar, nos u´ltimos anos, o problema de sustentabili-
dade ambiental. Este novo problema veio trazer um novo foˆlego ao desenvolvi-
mento de novas formas de disponibilizar energia de forma u´til.
Uma das fontes de energia renova´veis disponı´vel com grande abundaˆncia
no Planeta e´, sem du´vida, as ondas dos oceanos. Estas teˆm a sua origem no
efeito do vento sobre a superfı´cie dos oceanos, pelo que na˜o sa˜o mais do que
uma forma indirecta de energia solar. Poder-se-ia pensar que, sendo assim, faria
mais sentido captar directamente a energia do vento, nomeadamente como tem
1Entende-se por fontes de energia renova´veis, isto e´ inesgota´veis, aquelas cuja durabilidade se preveˆ
’infinita’ a` escala da existeˆncia da Humanidade ou cuja reposic¸a˜o possa ser feita a um ritmo da mesma
ordem que o seu consumo.
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sido efectuado com a colocac¸a˜o de turbinas eo´licas offshore, mas, na verdade, as
ondas servem como meio de transporte desta energia a partir de locais onde
nunca seria possı´vel esta soluc¸a˜o para locais onde e´ possı´vel o seu aproveita-
mento, necessariamente ja´ em forma de ondas. Estima-se que a nı´vel mundial
haja um potencial me´dio para aproveitamento desta energia das ondas de cerca
de 2 TW (Falca˜o, 2007). O fluxo me´dio anual de energia das ondas ao largo da
costa ocidental portuguesa e´ da ordem dos 40 MW/km, como se pode ver na Fi-
gura 1.1, e espera-se que o aproveitamento desta energia, para ser tecnicamente
via´vel, se possa situar entre 2 e 3 GW (Falca˜o, 2007). Para se ter uma ideia do
que isto representa, a capacidade eo´lica instalada neste momento em Portugal
ronda os 4 GW e consegue suprir cerca de um quarto das necessidades ele´ctricas
do paı´s.
Figura 1.1: Distribuic¸a˜o do fluxo me´dio de energia armazenada nas ondas em [MW/km]
(Starzmann, 2012)
Apesar deste potencial, o seu aproveitamento e´ praticamente nulo. Tal deve-
se ao facto de a tecnologia disponı´vel para o seu aproveitamento ser ainda pouco
madura, o que faz com que exista uma grande diversidade de conceitos em que
nenhum se sobrepoˆs aos restantes. Isto tem como consequeˆncia que na˜o seja
para ja´ interessante a explorac¸a˜o de nenhum dos conceitos disponı´veis a um
nı´vel industrial que permita a sua rentabilizac¸a˜o. Embora haja tecnologias para
outras fontes ja´ muito desenvolvidas que ate´ as tornam, em certas condic¸o˜es,
competitivas com os combustı´veis fo´sseis, se se tiver em conta que, neste mo-
mento, mais de 80% da electricidade consumida a nı´vel mundial e´ produzida a
partir de fontes de energia na˜o renova´veis (em que 13% e´ nuclear) chega-se fa-
cilmente a` conclusa˜o de que ha´ ainda uma grande quota de mercado ao alcance
da energia das ondas (IEA, 2013).
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1.2.1 Coluna de a´gua oscilante
Para o aproveitamento da energia das ondas existem va´rias soluc¸o˜es possı´veis.
Estas va˜o desde sistemas mecaˆnicos ate´ sistemas pneuma´ticos e passando por
sistemas hidra´ulicos. Este trabalho tera´ como alvo uma turbina para aplicac¸a˜o
em sistemas pneuma´ticos, os sistemas de CAO. Esta e´, de resto, a forma de
aproveitamento de energia das ondas que mais tem sido estudada e que se tem
mostrado mais fia´vel ao longo dos u´ltimos anos (Falca˜o et al., 2013b).
Este sistema na˜o e´ mais do que uma caˆmara de ar de volume varia´vel em que
a superfı´cie livre da a´gua funciona como eˆmbolo. A superfı´cie livre da a´gua,
ao subir e descer dentro da caˆmara devido ao movimento oscilato´rio das on-
das, provoca uma sobrepressa˜o ou uma subpressa˜o (conforme se tratar de uma
diminuic¸a˜o ou de um aumento do volume da caˆmara de ar em relac¸a˜o ao volume
de equilı´brio) obrigando o ar a circular atrave´s de uma turbina que tera´ de ser
instalada entre a caˆmara e o exterior. Assim, uma das extremidades da turbina
encontra-se a` pressa˜o do interior da caˆmara e a outra extremidade encontra-se
a` pressa˜o atmosfe´rica. Um gerador devera´ ser acoplado a` turbina por forma a
transformar a energia mecaˆnica no veio desta em energia ele´ctrica. Uma vez que
o fluxo de ar resultante e´ bidireccional e com a mesma frequeˆncia de oscilac¸a˜o
que a onda que lhe da´ origem, e´ importante que esta energia seja convertida nos
dois sentidos sob pena de se estar, logo a` partida, a reduzir o rendimento do
sistema a 50%. Para conseguir este objectivo ha´ essencialmente duas soluc¸o˜es.
A primeira e´ recorrer a um sistema de va´lvulas rectificadoras que obrigariam a
que o escoamento na turbina tivesse sempre o mesmo sentido, transformando-o
em unidireccional, e a segunda e´ a pro´pria turbina funcionar de igual modo,
rodando e produzindo bina´rio sempre no mesmo sentido, independentemente
do sentido do escoamento, recebendo o nome de turbina auto-rectificadora. A
primeira soluc¸a˜o aparenta ser mais intuitiva mas tem sido evitada, se e´ que na˜o
foi mesmo abandonada. A sua na˜o utilizac¸a˜o deve-se a uma raza˜o simples: para
que as va´lvulas tivessem um efeito u´til, os seus tempos de resposta teriam de
ser muito baixos. Ora, para grandes caudais (os u´nicos que podem tornar um
sistema deste tipo economicamente via´vel) seriam necessa´rias grandes va´vulas
que teˆm necessariamente grandes massas e que, como tal, obrigariam a grandes
esforc¸os e a sistemas complexos e pouco fia´veis (Falca˜o and Sayigh, 2012).
Ha´ duas grandes famı´lias de CAO: as fixas e as flutuantes (Figura 1.2). As
fixas, que existem ha´ mais tempo, sa˜o incorporadas numa estrutura junto a` costa
(tipicamente em molhes ou em rochas) e teˆm a vantagem de serem, a` partida,
mais fia´veis, de terem uma instalac¸a˜o e manutenc¸a˜o mais fa´ceis e de serem es-
truturas mais simples. Por outro lado, as CAO flutuantes podem ser colocadas
onde as ondas sa˜o mais energe´ticas: no alto mar. A isto acrescenta-se a possibi-
lidade de se poder sintonizar estes sistemas para entrarem em ressonaˆncia com
a ondulac¸a˜o o que permite extrair ainda mais energia, uma vez que se aumenta
a amplitude do deslocamento da superfı´cie livre dentro da caˆmara mas tambe´m
a necessidade de amarrac¸o˜es e de instalac¸a˜o de cabos ele´ctricos submarinos.
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Figura 1.2: Representac¸a˜o esquema´tica de um dispositivo CAO flutuante (Rodrigues,
2009)
Das considerac¸o˜es efectuadas e tendo em conta o esquema apresentado na
Figura 1.2 pode-se depreender algumas caracterı´sticas necessa´rias para uma tur-
bina adequada a ser utilizada em CAO. E´ necessa´rio que a turbina trabalhe com
um bom rendimento numa ampla gama de caudais (uma vez que a amplitude
das ondas e´ muito varia´vel), que seja robusta e fia´vel com o mı´nimo de compo-
nentes mo´veis possı´vel e, no caso da CAO flutuante, que seja o mais compacta
possı´vel axialmente uma vez que e´ conveniente, por uma questa˜o de estabili-
dade, que o centro de massa do sistema seja o mais baixo possı´vel. Algumas
turbinas teˆm vindo a ser desenvolvidas neste aˆmbito, com destaque para as
turbinas Wells nas suas va´rias verso˜es e para a turbina de impulso axial auto-
rectificadora (Falca˜o and Sayigh, 2012), mas tanto uma como a outra apresen-
tam alguns pontos fracos. As turbinas Wells teˆm um rendimento ma´ximo que
pode atingir os 75% mas, para uma determinada velocidade de rotac¸a˜o, manteˆm
um rendimento aceita´vel apenas numa gama de caudais reduzida. As turbinas
de impulso auto-rectificadoras, que diferem das turbinas de impulso comuns
na presenc¸a de um segundo conjunto de pa´s directrizes que torna as turbinas
sime´tricas, ja´ permitem operar numa gama mais alargada de caudais mas o seu
rendimento na˜o ultrapassa os 60%. E´ neste contexto que tem vindo a ser desen-
volvida no IST, nos u´ltimos anos, uma nova turbina pensada e desenhada para
ser implementada em sistemas de CAO, a turbina biradial.
1.2.2 Turbina biradial
A turbina biradial foi patenteada pelo IST em 2010. Desde enta˜o tem vindo a
ser desenvolvida e melhorada. Esta turbina apresenta, desde logo, duas carac-
terı´sticas que a tornam extremamente atraente na aplicac¸a˜o em coluna de a´gua
oscilante: primeiro, a sua grande compacidade axial e, segundo, a facilidade de
acoplar um volante de ine´rcia.
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O seu nome deve-se ao facto de o escoamento ter a direcc¸a˜o radial tanto
a` entrada desta como a` sua saı´da. O rotor da turbina biradial e´ sime´trico em
relac¸a˜o a um plano perpendicular ao seu eixo de rotac¸a˜o e esta´ rodeado por dois
conjuntos de pa´s directrizes, um a` entrada e outro a` saı´da que esta˜o ligados ao
rotor por meio de uma conduta axisime´trica cujas paredes podem ser, se bem
que na˜o obrigatoriamente, dois discos planos (como apresentado na Figura 1.4)
e que tem tambe´m a func¸a˜o de conduta de admissa˜o que guia o escoamento
mesmo antes de este chegar a`s pa´s directrizes. Devido a` simetria do rotor, a
velocidade relativa do ar a` entrada da turbina e´ igual a` velocidade relativa do ar
a` saı´da desta, o que e´ caracterı´stico de uma turbina de impulso, ou turbina de
acc¸a˜o (Falca˜o et al., 2013b).
Esta turbina esta´ disponı´vel em duas verso˜es. Na primeira versa˜o (Figura
1.3) as pa´s directrizes sa˜o mo´veis, movendo-se no sentido axial, podendo o seu
accionamento ser efectuado por meio de um mecanismo extremamente simples.
Na segunda versa˜o (Figura 1.4) as pa´s directrizes sa˜o afastadas do rotor.
Figura 1.3: Turbina biradial na versa˜o com as pa´s directrizes mo´veis (Falca˜o et al., 2013b)
O escoamento e´ admitido na turbina por uma das condutas axisime´tricas
sendo a direcc¸a˜o da sua velocidade neste ponto puramente radial. Uma vez
chegado a`s pa´s directrizes, o escoamento e´ deflectido criando-se uma compo-
nente de velocidade circunferencial. Este aˆngulo de deflexa˜o devera´ ser tal que,
quando o escoamento atinge o rotor, o aˆngulo da sua velocidade relativa (em
relac¸a˜o ao rotor) coincida com o aˆngulo das pa´s para as condic¸o˜es de funci-
onamento nominais (este aspecto sera´ abordado na secc¸a˜o 4.3). O aˆngulo da
velocidade absoluta do escoamento conserva-se ate´ a` entrada no rotor, mesmo
que se opte pela versa˜o com as pa´s directrizes afastadas, tendo as linhas de cor-
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Figura 1.4: Turbina biradial na versa˜o com as pa´s directrizes fixas e afastadas (Falca˜o
et al., 2013b)
rente forma de espirais logarı´tmicas. No rotor pretende-se que esta componente
circunferencial do escoamento seja absorvida, seja absorvida, o que, em confor-
midade com a equac¸a˜o de Euler das turboma´quinas (apresentada em (4.24)), vai
produzir bina´rio no veio. A` saı´da do rotor, a componente circunferencial da ve-
locidade absoluta do escoamento deve ser pequena. Depois de sair do rotor, o
escoamento conserva novamente o seu aˆngulo de velocidade absoluta ate´ sair da
segunda conduta de admissa˜o (que alternadamente, devido a` caracterı´stica bi-
direccional do escoamento, funciona como conduta de saı´da), no caso da versa˜o
com pa´s directrizes mo´veis, ou encontrar o segundo conjunto de pa´s directrizes,
no caso da versa˜o com pa´s directrizes fixas. Neste segundo caso o aˆngulo de
incideˆncia do escoamento nas pa´s vai ser muito alto o que provoca perdas por
separac¸a˜o. Contudo, o afastamento das pa´s directrizes faz com que a velocidade
do escoamento neste ponto seja baixa permitindo uma significativa reduc¸a˜o des-
tas perdas (Falca˜o et al., 2013b).
Assim, a turbina biradial, ao contra´rio de outras alternativas propostas (ver
(Falca˜o et al., 2013b)), e´ compacta na direcc¸a˜o axial, e´ mecanicamente simples e
fia´vel, permite lidar com estados do mar agitados resistindo a fortes oscilac¸o˜es
de pressa˜o e tem, a` entrada do segundo conjunto de pa´s directrizes, perdas
muito reduzidas (na versa˜o das pa´s afastadas) ou ate´ mesmo nulas (na versa˜o
das pa´s mo´veis) (Falca˜o et al., 2013b).
Na Figura 1.5 e´ representada uma versa˜o do rotor da turbina biradial que
resultou do trabalho de (Nunes, 2011).
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Figura 1.5: Representac¸a˜o do rotor da turbina biradial (Falca˜o et al., 2013b)
1.3 Objectivos
Com esta tese pretende-se criar ferramentas que permitam a optimizac¸a˜o da
geometria do rotor da turbina biradial. Sera´ estudada a variante com as pa´s
directrizes fixas e afastadas, mas pretende-se que as ferramentas criadas possam
ser facilmente adaptadas a` variante com as pa´s directrizes mo´veis. Destas fer-
ramentas destaca-se a criac¸a˜o de um gerador de malha que permita gerar uma
malha de forma automa´tica partindo de uma geometria parametrizada.
Devera´ ser criado um programa, em linguagem Python, que tera´ como inputs
um nu´mero de paraˆmetros a determinar relativos a` geometria do rotor e como
outputs paraˆmetros integrais, ou eventualmente locais, que sejam relevantes na
determinac¸a˜o de uma func¸a˜o objectivo que permita a optimizac¸a˜o da geometria
do rotor.
Sera´ ainda modelado o escoamento no rotor da turbina biradial e este sera´
analisado para va´rias condic¸o˜es de funcionamento, utilizando, para isso, o gera-
dor de malha criado.
Capı´tulo 2
Gerac¸a˜o da geometria parametrizada
2.1 Introduc¸a˜o
Neste capı´tulo pretende-se explicar o processo de gerac¸a˜o da geometria do rotor
assim como todos os conceitos que lhe esta˜o subjacentes. Esta fase do trabalho
enquadra-se numa a´rea da engenharia que e´ a modelac¸a˜o geome´trica compu-
tacional que tem como objecto de trabalho, como o nome indica, a modelac¸a˜o
nume´rica de geometrias fı´sicas partindo, como na˜o podia deixar de ser, de mo-
delos matema´ticos.
Sera´ sempre necessa´rio ter em conta o principal objectivo deste mo´dulo: ge-
rar um conjunto de pontos de definem a geometria do rotor da turbina biradial,
partindo de um determinado nu´mero de paraˆmetros, e que sera˜o posteriormente
utilizados como ponto de partida para a gerac¸a˜o da malha. Pretende-se, por-
tanto, que os paraˆmetros de entrada, que va˜o ser alvo de manipulac¸a˜o pelo al-
goritmo de optimizac¸a˜o, sejam em menor nu´mero possı´vel embora permitindo,
ao mesmo tempo, a maior flexibilidade possı´vel da geometria gerada sendo que
esta sera´ limitada, claro esta´, pelas condicionantes que definem a turbina bira-
dial (ver (Falca˜o et al., 2013b)).
A gerac¸a˜o da geometria estara´, portanto, sujeita a`s seguintes condic¸o˜es:
• as superfı´cies do cubo e da caixa exterior sa˜o superfı´cies de revoluc¸a˜o;
• a entrada e saı´da do escoamento no rotor teˆm de se fazer radialmente, pelo
que as superfı´cies do cubo e da caixa exterior tera˜o de ser, a` entrada e a`
saı´da do rotor, tangentes a planos perpendiculares ao eixo de rotac¸a˜o do
rotor;
• a turbina tera´ de ser sime´trica em relac¸a˜o ao plano perpendicular ao eixo
de rotac¸a˜o que o intersecta no ponto me´dio.
Para gerar a geometria do rotor recorrer-se-a´ a curvas parametrizadas pelos
motivos que sera˜o abordados na secc¸a˜o 2.2.
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Todas as representac¸o˜es feitas ao longo deste capı´tulo sa˜o relativas a` geome-
tria da qual se partiu para a optimizac¸a˜o e que se baseia na obtida por P. Nunes
no seu trabalho que pode ser consultado em (Nunes, 2011).
2.2 Curvas parametrizadas
As curvas parametrizadas, ou parame´tricas, sa˜o curvas que podem ser repre-
sentadas atrave´s de uma func¸a˜o vectorial. As suas coordenadas sa˜o dadas em
func¸a˜o de uma varia´vel independente chamada paraˆmetro (geralmente t). Por
convenc¸a˜o, este paraˆmetro varia entre 0 e 1, o que sera´ adoptado ao longo deste
capı´tulo.
Um exemplo de curvas parame´tricas muito comuns sa˜o as polinomiais. Na
sua forma mais simples, a partir da base monomial e para 3 dimenso˜es, podem
ser definidas por:
x(t) = a0,0 + a0,1 t + a0,2 t2 + . . . + a0,n tn
y(t) = a1,0 + a1,1 t + a1,2 t2 + . . . + a1,n tn
z(t) = a2,0 + a2,1 t + a2,2 t2 + . . . + a2,n tn
(2.1)
Na notac¸a˜o vectorial vem:














Continuando em 3 dimenso˜es, considerando a matriz dos coeficientes a de
dimensa˜o 3× n e o vector coluna T(t) de dimensa˜o n:
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a =
 a0,0 a0,1 a0,2 . . . a0,na1,0 a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,0 a2,1 a2,2 . . . a2,n















pode-se, enta˜o, reescrever (2.2) na forma matricial:
R(t) = a · T(t) (2.4)
em que T(t) constitui uma base, neste caso a base monomial, constituida pelas
poteˆncias de 0 a n do paraˆmetro t.
Na verdade, um polino´mio de grau n pode ser expresso numa infinidade de
bases de polino´mios, em que e´ condic¸a˜o necessa´ria que os polino´mios dessa base
sejam compostos por termos que va˜o do grau 0 a um grau superior a n (Barbosa,
2005).






e pode-se reescrever (2.1), tambe´m numa forma mais geral:
x(t) = a0,0 t0(t) + a0,1 t1(t) + a0,2 t2(t) + . . . + a0,n tn(t)
y(t) = a1,0 t0(t) + a1,1 t1(t) + a1,2 t2(t) + . . . + a1,n tn(t)
z(t) = a2,0 t0(t) + a2,1 t1(t) + a2,2 t2(t) + . . . + a2,n tn(t)
(2.6)
As curvas parame´tricas sa˜o de grande utilidade quando se pretende modeli-
zar geometrias recorrendo a computadores. Isto porque sa˜o, de um modo geral,
facilmente diferencia´veis e integra´veis, facilmente adapta´veis a` a´lgebra matricial
e dando-se bem com transformac¸o˜es geome´tricas uma vez que sa˜o independen-
tes do sistema de eixos (Shah and Ma¨ntyla¨, 1995; Ko et al., 2003).
2.2.1 Curvas de Be´zier
As curvas de Be´zier sa˜o curvas parame´tricas, geradas a partir de pontos de con-
trolo, muito utilizadas na computac¸a˜o gra´fica. Alia´s, na sua origem estiveram as
dificuldades sentidas pelo engenheiro franceˆs Pierre Be´zier, que trabalhava no
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departamento de concepc¸a˜o da Renault, no desenho de automo´veis (Shah and
Ma¨ntyla¨, 1995).
As curvas sa˜o polinomiais de grau n e geradas a partir de n + 1 pontos de
controlo. Tratando-se de curvas polinomiais podem, para 3 dimenso˜es, ser defi-
nidas de acordo com (2.6):
x(t) = a0,0 t0(t) + a0,1 t1(t) + a0,2 t2(t) + . . . + a0,n tn(t)
y(t) = a1,0 t0(t) + a1,1 t1(t) + a1,2 t2(t) + . . . + a1,n tn(t)
z(t) = a2,0 t0(t) + a2,1 t1(t) + a2,2 t2(t) + . . . + a2,n tn(t)
em que, no caso concrecto das curvas de Be´zier, cada coeficiente ak,i vai corres-
ponder a` coordenada k do ponto de controlo i e cada um dos termos da base
T(t), ti(t), vai corresponder a um polino´mio de Bernstein, Bi,n(t), de grau n.
Resulta, enta˜o, em:
x(t) = x0 B0,n(t) + x1 B1,n(t) + x2 B2,n(t) + . . . + xn Bn,n(t)
y(t) = y0 B0,n(t) + y1 B1,n(t) + y2 B2,n(t) + . . . + yn Bn,n(t)
z(t) = z0 B0,n(t) + z1 B1,n(t) + z2 B2,n(t) + . . . + zn Bn,n(t)
(2.7)
em que x0, x1, x2, . . . , xn, y0, y1, y2, . . . , yn e z0, z1, z2, . . . , zn, sa˜o, respectiva-
mente, as coordenadas x, y e z de cada um dos pontos de controlo.
Na notac¸a˜o vectorial vem:






Analisando bem a equac¸a˜o (2.9) verifica-se que esta na˜o e´ mais do que a es-
crita de (2.3) numa base diferente. Esta base e´, como ja´ foi dito, formada pelos
chamados polino´mios de Bernstein. Para um aprofundamento acerca destes po-
lino´mios, aconselha-se a consulta de (Kenneth, 2000). Aqui vai apenas ser dada
a sua definic¸a˜o e sera˜o apresentadas as suas propriedades mais relevantes.






ti (1− t)n−i (2.10)








As suas propriedades mais relevantes (Ko et al., 2003):
• sa˜o positivos no domı´nio considerado: Bi,n(t) ≥ 0 em 0 ≤ t ≤ 1;
• sa˜o a partic¸a˜o da unidade: ∑ni=0 Bi,n(t) = [(1− t) + t]n = 1 (pelo teorema
do bino´mio de Newton);
• o polino´mio i da base e´ sime´trico em relac¸a˜o ao polino´mio n− i em t = 0, 5:
Bi,n(t) = Bn−i,n(1− t).
Substituindo (2.10) em (2.9) obte´m-se a expressa˜o geral de uma curva de










ti (1− t)n−i (2.11)
Na verdade, a curva de Be´zier na˜o e´ mais do que uma interpolac¸a˜o pesada
dos va´rios pontos de controlo em que os factores de ponderac¸a˜o sa˜o os po-
lino´mios de Bernstein (ver Figura 2.1 e Figura 2.2). A cada ponto de controlo cor-
responde um polino´mio de Bernstein cujo peso que lhe atribui varia em func¸a˜o
de t, que e´ o paraˆmetro da curva. A curva de Be´zier aproxima de forma suave o
polı´gono formado pelos pontos de controlo (Ko et al., 2003).
Tomando o exemplo de uma curva de Be´zier quadra´tica (grau n = 2), esta
vai ser definida por 3 pontos de controlo, R0, R1 e R2 ponderados pelos factores
B0,2(t), B1,2(t) e B2,2(t):
R(t) = R0 (1− t)2 +R1 2 t (1− t) +R2 t2 (2.12)
Os factores de ponderac¸a˜o em 0 ≤ t ≤ 1 e uma curva de grau n = 2 esta˜o
representados, respectivamente, na Figura 2.1 e na Figura 2.2.
De seguida, apresentam-se algumas propriedades das curvas de Be´zier ne-
cessa´rias a ter em conta no desenvolvimento do trabalho (Ko et al., 2003):
1. Condic¸o˜es geome´tricas nos extremos: o primeiro ponto de controlo R0 = (x0, y0, z0)
sera´ o ponto de origem da curva e o u´ltimo ponto Rn = (xn, yn, zn) o ponto
de chegada da curva. A curva sera´ tangente, na origem, a` recta que une os
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Figura 2.1: Representac¸a˜o dos polino´mios da base quadra´tica de Bernstein (Ko et al.,
2003)
Figura 2.2: Representac¸a˜o de uma curva de Be´zier quadra´tica (Ko et al., 2003)
dois primeiros pontos de controlo e, na chegada, a` recta que une os dois
u´ltimos.
• R(0) = R0
• R(1) = Rn
• R˙(0) = n (R1 −R0)
• R˙(1) = n (Rn −Rn−1)
• R¨(0) = n (n− 1) [(R2 −R1)− (R1 −R0)]
• R¨(1) = n (n− 1) [(Rn −Rn−1)− (Rn−1 −Rn−2)]
2. Condic¸a˜o de simetria: se os pontos de controlo forem sime´tricos em relac¸a˜o
a um eixo, enta˜o a curva tambe´m sera´ sime´trica em relac¸a˜o a esse mesmo
eixo.
3. Forma independente de transformac¸o˜es geome´tricas: na˜o so´ a forma da curva
se mante´m quando esta sofre uma translac¸a˜o ou uma rotac¸a˜o como essas
transformac¸o˜es sa˜o extremamente simples uma vez que estas curvas sa˜o
compatı´veis com o ca´lculo matricial.
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4. Os pontos de controlo formam um fecho convexo da curva: a curva aproxima a
forma do polı´gono formado pelos pontos de controlo mas nunca o inter-
secta, estando contida nesse mesmo polı´gono.
5. Continuidade de ordem n: a curva e´ uma interpolac¸a˜o pesada dos n + 1 pon-
tos de controlo o que faz com que esta nunca oscile de forma na˜o controlada
atrave´s dos pontos de controlo definidos.
2.2.2 Splines
Os splines servem para interpolar entre pontos definidos. Sa˜o curvas compostas
por va´rios troc¸os que teˆm continidade na func¸a˜o e nas suas primeira e segunda
derivadas, denominadas de continuidade C0, C1 e C2, respectivamente.
A sua origem encontra-se na engenharia naval, no desenho de navios, que
era feito com pequenos pedac¸os de material flexı´vel com os quais, juntando-se,
se construı´a a forma desejada (Strang, 2008).
No presente trabalho, cada um dos troc¸os elementar, ao qual se da´ habitual-
mente o nome de B-spline (proveniente de basic spline), sera´ composto por uma
curva parametrizada, polinomial e de grau 3 (cu´bica). Aos splines assim for-
mados da´-se o nome de splines cu´bicos, que sa˜o os mais comuns uma vez que
as curvas polinomiais de grau 3 sa˜o as curvas de menor grau que conteˆm um
ponto de inflexa˜o (em que a segunda derivada troca de sinal), propriedade esta
que e´ muito u´til quando se pretendem unir os diferentes troc¸os e obter uma
interpolac¸a˜o suave (House, 2011).
Os splines servira˜o, portanto, para interpolar os pontos resultantes da gerac¸a˜o
das curvas de Be´zier e, assim, discretiza´-las da forma pretendida.
Mais uma vez, tratando-se de curvas polinomiais, cada um dos troc¸os pode,
para 3 dimenso˜es, ser definido de acordo com (2.6):
x(t) = a0,0 t0(t) + a0,1 t1(t) + a0,2 t2(t) + . . . + a0,n tn(t)
y(t) = a1,0 t0(t) + a1,1 t1(t) + a1,2 t2(t) + . . . + a1,n tn(t)
z(t) = a2,0 t0(t) + a2,1 t1(t) + a2,2 t2(t) + . . . + a2,n tn(t)
em que, no caso concrecto dos splines cu´bicos, cada coeficiente ak,i pode ser
visto, tal como no caso das curvas de Be´zier, como a coordenada k de um ponto
de controlo i e cada um dos termos da base T(t), ti(t), vai corresponder a um po-
lino´mio, Ni,4(t), de grau 3 e ordem 4. No caso dos splines e´ habitual representar-
se os polino´mios da base com o ı´ndice da ordem e na˜o do grau do polino´mio.
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Resulta, enta˜o, em (Ko et al., 2003):
x(t) = x0 N0,4(t) + x1 N1,4(t) + x2 N2,4(t) + x3 N3,4(t)
y(t) = y0 N0,4(t) + y1 N1,4(t) + y2 N2,4(t) + y3 N3,4(t)
z(t) = z0 N0,4(t) + z1 N1,4(t) + z2 N2,4(t) + z3 N3,4(t)
(2.13)
em que x0, x1, x2, x3, y0, y1, y2, y3 e z0, z1, z2, z3, sa˜o, respectivamente, as coor-
denadas x, y e z de cada um desses pontos de controlo, Vj, a que se da´ o nome
de ve´rtices.
Na notac¸a˜o vectorial, acrescentando um ı´ndice j para cada troc¸o do spline,
vem (Ko et al., 2003):






em que t e´ um paraˆmetro local de cada troc¸o que varia entra 0 e 1 (0 ≤ t ≤ 1).
Analisando bem a equac¸a˜o (2.15) verifica-se, mais uma vez, que, tal como no
caso das curvas de Be´zier, esta na˜o e´ mais do que a escrita de (2.3) numa base
diferente. Esta base e´ formada pelos 4 polino´mios Ni,4(t), em que 0 ≤ i ≤ 3:



















Veˆ-se que cada troc¸o e´ afectado por 4 ve´rtices e, que, para definir N troc¸os,
que interpolam M = N + 1 pontos, sa˜o necessa´rios N + 3 ve´rtices pelo que,
consequentemente, para interpolar M pontos sa˜o necessa´rios M+ 2 ve´rtices (ver
Figura 2.3).
Analisando a expressa˜o (2.18) verifica-se que as inco´gnitas que e´ necessa´rio
calcular para definir os splines sa˜o as coordenadas dos ve´rtices Vj e os coefici-
entes ci,k. Cada ve´rtice ”acarreta” consigo uma inco´gnita, o conjunto das suas
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Figura 2.3: Representac¸a˜o de dois troc¸os de um spline e dos respectivos ve´rtices (Ko
et al., 2003)
coordenadas, e a base ”acarreta” consigo 16 inco´gnitas, uma para cada um dos
coeficientes ci,k, uma vez que sa˜o quatro polino´mios de ordem 4 (grau 3), como
se pode ver nas expresso˜es que se seguem, que sa˜o o desenvolvimento de (2.16)
para cada um dos 4 polino´mios da base.
N0,4(t) = c0,0 + c0,1 t + c0,2 t2 + c0,3 t3 (2.19)
N1,4(t) = c1,0 + c1,1 t + c1,2 t2 + c1,3 t3 (2.20)
N2,4(t) = c2,0 + c2,1 t + c2,2 t2 + c2,3 t3 (2.21)
N3,4(t) = c3,0 + c3,1 t + c3,2 t2 + c3,3 t3 (2.22)
As condic¸o˜es de continuidade C0, C1 e C2 traduzem-se, respectivamente, em:
• condic¸a˜o de continuidade da func¸a˜o: Rj(1) = Rj+1(0);
• condic¸a˜o de continuidade da primeira derivada da func¸a˜o: R˙j(1) = R˙j+1(0);
• condic¸a˜o de continuidade da segunda derivada da func¸a˜o: R¨j(1) = R¨j+1(0).
Impondo-se as condic¸o˜es de continuidade a` expressa˜o (2.14) entre um troc¸o
j e um troc¸o j+ 1 vai-se poder determinar os coeficientes ci,k dos polimo´mios da
base que as satisfazem. Chega-se a (Ko et al., 2003):
• Rj(1) = Rj+1(0):
N0,4(1) = 0 (2.23)
N1,4(1) = N0,4(0) (2.24)
N2,4(1) = N1,4(0) (2.25)
N3,4(1) = N2,4(0) (2.26)
N3,4(0) = 0 (2.27)
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• R˙j(1) = R˙j+1(0):
N˙0,4(1) = 0 (2.28)
N˙1,4(1) = N˙0,4(0) (2.29)
N˙2,4(1) = N˙1,4(0) (2.30)
N˙3,4(1) = N˙2,4(0) (2.31)
N˙3,4(0) = 0 (2.32)
• R¨j(1) = R¨j+1(0):
N¨0,4(1) = 0 (2.33)
N¨1,4(1) = N¨0,4(0) (2.34)
N¨2,4(1) = N¨1,4(0) (2.35)
N¨3,4(1) = N¨2,4(0) (2.36)
N¨3,4(0) = 0 (2.37)
de onde resultam 15 equac¸o˜es. Sera´ imposta uma equac¸a˜o adicional que, tal
como para as curvas de Be´zier, vai obrigar a que cada um dos polino´mios da
base seja a partic¸a˜o da unidade. Assim, se os quatro ve´rtices coincidirem, a




Ni,4(t) = 1 (2.38)
Resolvendo o sistema de 16 equac¸o˜es e 16 inco´gnitas, calculam-se os valores
de cada um dos coeficientes ci,k, obtendo-se, para cada um dos polino´mios da
base:
N0,4(t) = 16 + (−12) t + 12 t2 + (−16) t3
N1,4(t) = 23 + 0 t + (−1) t2 + 12 t3





2 + (−12) t3
N3,4(t) = 0 + 0 t + 0 t2 + 16 t
3
(2.39)
Tem-se, assim, formada a base de polino´mios que respeita as treˆs condic¸o˜es
de continuidade impostas. Falta apenas definir os ve´rtices para se ter o spline
completamente definido, como se pode ver na equac¸a˜o (2.14). Como foi dito,
para M pontos a interpolar ter-se-a´ M + 2 ve´rtices, de onde resultam M + 2
inco´gnitas. Sabe-se que o spline tera´ de passar pelos M pontos a interpolar pelo
que, desta condic¸a˜o, se retiram M equac¸o˜es. Sabendo que existem M pontos
a interpolar e N troc¸os, sendo que N = M − 1, pode-se, para cada ponto a
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interpolar Pj, dizer que:
Pj = Rj(0) = Vj N0,4(0) +Vj+1 N1,4(0) +Vj+2 N2,4(0) +Vj+3 N3,4(0) (2.40)
Pj+1 = Rj(1) = Vj N0,4(1) +Vj+1 N1,4(1) +Vj+2 N2,4(1) +Vj+3 N3,4(1) (2.41)
em que 0 ≤ j ≤ M− 1.
Como foi definida a condic¸a˜o Rj(1) = Rj+1(0), M− 2 equac¸o˜es (metade das
referentes aos pontos que na˜o sa˜o extremos) sa˜o supe´rfluas uma vez que se re-
petem em (2.40) e (2.41), sobrando M equac¸o˜es.
Faltam duas equac¸o˜es para se poder resolver o sistema e calcular todas as
inco´gnitas. Estas duas equac¸o˜es resultara˜o da imposic¸a˜o de duas condic¸o˜es de
fronteira. Neste caso, sera˜o utilizados dois tipos distintos de splines: uns com
condic¸o˜es de fronteira naturais, isto e´, sera´ imposta curvatura nula nas extremi-
dades e os outros com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas, isto e´, o u´ltimo ponto
coincidira´ com o primeiro, pelo que tanto a curvatura como o declive tera´ de
ser igual nestes pontos. Estas condic¸o˜es de fronteira sa˜o definidas da seguinte
forma (Ko et al., 2003):
• condic¸o˜es de fronteira naturais: R¨0(0) = 0 e R¨N(1) = 0;
• condic¸o˜es de fronteira perio´dicas: R0(0) = RN(1)1, R˙0(0) = R˙N(1) e R¨0(0) =
R¨N(1).
2.3 Desenho do rotor
2.3.1 Desenho do cubo e da caixa exterior
A primeira parte do rotor da turbina a desenhar sera˜o as superfı´cies do cubo e
da caixa exterior do rotor, definindo-se, assim, todas as dimenso˜es exteriores do
rotor.
Uma vez que se tratam de superfı´cies de revoluc¸a˜o (ver definic¸a˜o da turbina
biradial na secc¸a˜o 2.1), sa˜o definidas por geratrizes. Estas, por sua vez, sera˜o
definidas em coordenadas cilı´ndricas r, z e θ no plano rz, a θ constante e em que
a origem do referencial coincidira´ com o centro do rotor e o eixo zz coincidira´
com o eixo de rotac¸a˜o deste. Como tal, cada ponto de cada uma das geratrizes
sera´ definido pela coordenada r e pela coordenada z.
Numa primeira aproximac¸a˜o va˜o ser posicionados 10 pontos de controlo para
serem trac¸adas duas curvas de Be´zier que definira˜o as geratrizes das superfı´cies
do cubo e da caixa exterior, sendo que 5 desses pontos definem o cubo e os ou-
tros 5 definem a caixa exterior. Sobre os pontos resultantes da curva de Be´zier
1Esta condic¸a˜o e´ supe´rflua uma vez que e´ consequeˆncia de (2.40) e (2.41).
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sera´ trac¸ado um spline para que haja controlo do espac¸amento entre os pontos
de discretizac¸a˜o das curvas. (ver Figura 2.4)
As dimenso˜es da turbina sera˜o adimensionalizadas com o raio exterior desta
por forma a permitir uma posterior ana´lise de resultados mais eficaz. Esta
adimensionalizac¸a˜o tambe´m permite, como se vera´ mais adiante, reduzir em
1 grau de liberdade a gerac¸a˜o da geometria, reduzindo-se, assim, numa unidade
o nu´mero de paraˆmetros susceptı´veis de optimizac¸a˜o.





















Figura 2.4: Representac¸a˜o da construc¸a˜o das geratrizes do cubo (h) e da caixa exterior
(s)
Na Figura 2.4 esta´ representado o posicionamento dos pontos de controlo das
curvas e os correspondentes graus de liberdade atribuı´dos. Cada par de setas
vermelhas (e o par de setas verdes) representa um grau de liberdade efectivo,
que corresponde a um grau de liberdade da geometria que resulta do grau de
liberdade do ponto de controlo. Cada par de setas pretas representa um grau
de liberdade por acoplac¸a˜o a outro, que corresponde a um grau de liberdade da
geometria mas na˜o do ponto de controlo isolado.
O posicionamento dos pontos foi feito tendo em conta as caracterı´sticas das
curvas de Be´zier apresentadas na secc¸a˜o 2.2.1 e indo ao encontro da definic¸a˜o da
turbina biradial apresentada na secc¸a˜o 2.1. Assim, seguem-se as condic¸o˜es que
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daı´ resultam:
• simetria em relac¸a˜o ao plano me´dio:
– a curva de Be´zier so´ definira´ metade da geratriz. A segunda metade
sera´ definida por condic¸a˜o de simetria imposta aos pontos resultantes
da primeira metade. Recorrendo a` propriedade de simetria das curvas
de Be´zier tambe´m seria possı´vel definir uma curva sime´trica posicio-
nando os pontos de controlo sime´tricos. Contudo, a propriedade das
condic¸o˜es geome´tricas dos extremos das curvas de Be´zier impo˜e que
estas passem no primeiro e no u´ltimo pontos de controlo pelo que,
optar por definir apenas metade da geratriz, permite ter controlo ab-
soluto no posicionamento do seu ponto me´dio, que coincidira´ com o
ponto de coordenada r menor, uma vez que a sua posic¸a˜o sera´ exac-
tamente a do quinto ponto de controlo (4h ou 4s) e na˜o dependera´,
portanto, da posic¸a˜o dos restantes pontos de controlo;
– recorrendo a` propriedade de tangeˆncia das curvas de Be´zier, os dois
u´ltimos pontos de controlo de cada uma das curvas tera˜o a mesma co-
ordenada r para que haja continuidade na primeira derivada do ponto
me´dio quando for imposta a condic¸a˜o de simetria que gera a segunda
metade da curva;
• entrada e saı´da radiais:
– recorrendo a` propriedade de tangeˆncia das curvas de Be´zier, os dois
primeiros pontos de controlo de cada uma das curvas tera˜o a mesma
coordenada z.
Estas condic¸o˜es retiram-nos 4 graus de liberdade em cada curva resultando,
assim, em 6 graus de liberdade para a gerac¸a˜o do cubo e outros 6 graus de li-
berdade para a gerac¸a˜o da caixa exterior, cada um representado por um par de
setas vermelhas ou verdes na Figura 2.4.
Uma vez que a forma do canal tendera´ a aproximar-se de um semi-cı´rculo,
optou-se por definir, para uma melhor percepc¸a˜o geome´trica do desenho, um
paraˆmetro adicional, ρ = 1− RintRext , em que Rint e´ o raio interior da turbina (que,
adimensionalizado, define a coordenada r do ponto 4h) e Rext e´ o raio exterior
da turbina (que, adimensionalizado, vai ser sempre igual a 1), e definir as coor-
denadas dos pontos de controlo em func¸a˜o deste paraˆmetro.
Foi calculado um spline a partir dos pontos resultantes com o objectivo de os
redistribuir. A redistribuic¸a˜o foi feita de acordo com uma func¸a˜o do tipo cosseno
para permitir, a partir de cada linha me´dia que, como se vera´ na secc¸a˜o 2.3.2, tera´
a mesma distribuic¸a˜o de pontos que a correspondente geratriz, uma adequada
distribuic¸a˜o da espessura ao longo da pa´, como sera´ descrito na secc¸a˜o 2.3.2.
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2.3.2 Desenho da pa´
No presente trabalho, a pa´ do rotor sera´ definida por interpolac¸a˜o linear entre
duas secc¸o˜es. Contudo, o co´digo foi elaborado por forma a permitir que facil-
mente se acrescentem outras secc¸o˜es para uma interpolac¸a˜o de grau superior.
Uma das secc¸o˜es intersectara´ o cubo e a outra intersectara´ a caixa exterior. To-
das as representac¸o˜es gra´ficas que se fazem ao longo desta secc¸a˜o sa˜o relativas
a` secc¸a˜o que intersecta o cubo.
Cada uma das duas secc¸o˜es sera´ definida recorrendo a uma metodologia do
tipo NACA em que se define, primeiro, a linha me´dia da secc¸a˜o e, em seguida,
uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de espessura (Abbot and Doenhoff, 1959). A secc¸a˜o
2.3.2 vai-se centrar na definic¸a˜o da linha me´dia e a distribuic¸a˜o de espessura sera´
abordada com detalhe na secc¸a˜o 2.3.2.
Desenho da secc¸a˜o me´dia da pa´
As linhas me´dias da pa´ sera˜o definidas parametricamente devido a`s vanta-
gens que esta representac¸a˜o apresenta e que foram descritas na secc¸a˜o 2.2. O
paraˆmetro escolhido foi o comprimento adimensionalizado da geratriz de cada
uma das superfı´cies a que pertence cada uma das linhas me´dias. Assim, cada
uma das linhas me´dias sera´ definida pelas coordenadas r(s), z(s) e θ(s), com
0 ≤ s ≤ 1. As coordenadas r(s) e z(s) ja´ se encontram definidas, uma vez que
sa˜o estas que definem as curvas das geratrizes. Sera´, portanto, apenas necessa´rio
definir θ(s).
Como ja´ referido na secc¸a˜o 2.1, a turbina sera´ sime´trica em relac¸a˜o ao plano
perpendicular ao seu eixo e que o intersecta no ponto me´dio. Como tal, as
func¸o˜es que definem as coordenadas das linhas me´dias sera˜o sime´tricas em
s = 0, 5. Isto ja´ acontece com r(s) e z(s), uma vez que, como descrito na secc¸a˜o
2.3.1, lhes foi imposta a condic¸a˜o de simetria (como se pode ver na Figura 2.5 e
na Figura 2.6). Tal tera´ de acontecer tambe´m com θ(s).












Figura 2.5: r(s) da linha me´dia do cubo












Figura 2.6: z(s) da linha me´dia do cubo
Capı´tulo 2. Gerac¸a˜o da geometria parametrizada 23
Para definir θ(s) recorreu-se, para cada uma das secc¸o˜es, a uma curva de
Be´zier, sobre a qual sera´, posteriormente, trac¸ado um spline com o objectivo de
obter uma distribuic¸a˜o dos pontos de acordo com o paraˆmetro s (na˜o esquecer
que s e´ um paraˆmetro discretizado). Na Figura 2.7 encontra-se representada a
curva que define a coordenada θ(s) para o cubo e os respectivos pontos de con-
trolo utilizados para trac¸ar a curva de Be´zier. Mais uma vez, tal como na secc¸a˜o
2.3.1, a curva de Be´zier foi utilizada para trac¸ar apenas a primeira metade da
curva tendo a segunda sido gerada por condic¸a˜o de simetria. Isto permite que
haja um controlo absoluto de θ(s = 0.5) ja´ que, como explicado na secc¸a˜o 2.2.1,
este ponto coincidira´ com o ponto de controlo posicionado em s = 0.5. Para
assegurar a continuidade da curva ate´ a` sua primeira derivada, recorreu-se no-
vamente a` propriedade de tangeˆncia das curvas de Be´zier e garantiu-se que os
dois u´ltimos pontos de controlo que definem a curva teˆm a mesma coordenada
θ. No total, o nu´mero de pontos de controlo utilizado foi de 5. Como o que in-
teressa na definic¸a˜o da linha me´dia e´ a diferenc¸a entre o θ de um ponto e um θ0
de refereˆncia, optou-se por definir que o θ0 de refereˆncia seria fixado em s = 0.5
e que, por uma questa˜o de simplicidade, este seria igual a zero, θ(s = 0.5) = 0.
Destas condic¸o˜es resultam, para cada uma das linhas me´dias que forem defini-
das, 6 graus de liberdade para a geometria que se traduzira˜o em 6 paraˆmetros a
optimizar.















Figura 2.7: θ(s) da linha me´dia do cubo















Figura 2.8: γ′(s) da linha me´dia do
cubo
Na Figura 2.9 esta´ representada a linha me´dia no cubo. O aˆngulo de entrada
e de saı´da do escoamento relativamente a` direcc¸a˜o radial, γ′, que, neste caso,
uma vez que a turbina e´ sime´trica, sera´ o mesmo, e´ func¸a˜o da derivada de θ(s)
na entrada e na saı´da da turbina, respectivamente. Este pode ser calculado para
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Assim, pode-se facilmente calcular γ′(s) que, como se vera´ no Capı´tulo 4 e
no Capı´tulo 5, e´ um paraˆmetro de grande importaˆncia no desenho das pa´s do
rotor (principalmente na entrada (s = 0) e na saı´da (s = 1)). Este encontra-se
representado na Figura 2.8.
Figura 2.9: Representac¸a˜o tridimensional da linha me´dia do cubo discretizada
Distribuic¸a˜o de espessura ao longo de uma pa´
Como ja´ referido, a distribuic¸a˜o de espessura foi efectuada de acordo com uma
metodologia do tipo NACA em que a espessura e´ distribuı´da na direcc¸a˜o nor-
mal a` tangente da linha me´dia. Contudo, como se esta´ perante um problema
tridimensional, existe uma infinidade de vectores normais a um primeiro. So´ e´
possı´vel, no espac¸o a 3 dimenso˜es, definir uma direcc¸a˜o normal a um plano, ou
seja, a dois vectores na˜o colineares (que definem um plano).
Para cada secc¸a˜o, sera´ necessa´rio definir uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de es-
pessura. Esta func¸a˜o tem como varia´vel independente o paraˆmetro u que e´ o
comprimento adimensionalizado de cada uma das linhas me´dias. De notar que
u e´ diferente do s utilizado anteriormente que e´ o comprimento adimensionali-
zado de cada uma das geratrizes (ver Figura 2.10). A` varia´vel dependente deu-se
o nome de thck(u) (de thickness) e e´, para cada ponto, a distaˆncia ao ponto cor-
respondente da linha me´dia, o que equivale a metade da espessura da pa´ nessa
secc¸a˜o. Para tal recorre-se, mais uma vez, a uma curva de Be´zier para cada uma
das secc¸o˜es, tal como se fez para a definic¸a˜o de θ(s) na secc¸a˜o 2.3.2. Para garantir
a continuidade da pa´ em u = 0 e em u = 0.5, recorreu-se, de novo, a` propri-
edade de tangeˆncia das curvas de Be´zier e garantiu-se que os dois primeiros
pontos teˆm a mesma coordenada u e que os dois u´ltimos pontos teˆm a mesma
coordenada thck(u). Tambe´m como para o θ(s) na secc¸a˜o 2.3.2, para haver um
controlo absoluto da espessura no ponto me´dio da pa´, em u = 0.5, a curva de
Be´zier apenas define metade da func¸a˜o de distribuic¸a˜o de espessura, sendo a
restante definida por condic¸a˜o de simetria. Para definir a func¸a˜o de distribuic¸a˜o
de espessura foram utilizados, no total, 6 pontos de controlo. Das condic¸o˜es
enunciadas anteriormente resultam 7 graus de liberdade (que mais uma vez se
traduzira˜o em 7 paraˆmetros a optimizar) por cada func¸a˜o de distribuic¸a˜o de es-
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pessura que for definida.
Figura 2.10: Representac¸a˜o do paraˆmtero s e do paraˆmetro u
Por fim, trac¸a-se um spline sobre a curva obtida para se redistribuir os pon-
tos de acordo com o paraˆmetro u (que tambe´m e´ discretizado). A func¸a˜o de
distribuic¸a˜o de espessura esta´ representada na Figura 2.11.













Figura 2.11: Representac¸a˜o da func¸a˜o de distribuic¸a˜o de espessura do cubo discretizada
O primeiro vector a definir sera´ o mesmo que habitualmente e´ definido no
espac¸o bidimensional: o vector tangente a` linha me´dia ξ (representado a verme-
lho na Figura 2.12). O segundo vector ζ′ (representado a azul claro na Figura
2.12) sera´ um vector tangente a uma linha que une os dois pontos das duas li-
nhas que definem o plano me´dio da pa´ com o mesmo paraˆmetro u. Estes dois
vectores definem um plano que e´ tangente ao plano me´dio da pa´. Ao calcu-
lar o produto vectorial entre estes dois vectores obte´m-se um terceiro vector η
(representado a verde na Figura 2.12) perpendicular aos dois primeiros (nor-
mal, portanto, ao plano definido pelos dois primeiros vectores). E´ segundo a
direcc¸a˜o definida por este vector que a espessura vai ser distribuı´da de acordo
com a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de espessura definida anteriormente. Todos estes
vectores foram normalizados. Calculando o produto vectorial entre ξ (tangente
a` linha me´dia da secc¸a˜o) e η (normal ao plano me´dio da pa´) pode-se ainda obter
um quarto vector ζ (representado a azul escuro na Figura 2.12) que, juntamente
com ξ e η, forma um referencial local ortonormado.
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Figura 2.12: Representac¸a˜o do referencial local para distribuic¸a˜o de espessura
A cada ponto que define a linha me´dia e´ adicionada, na direcc¸a˜o η do refe-
rencial local, espessura positiva, definindo o extradorso, e espessura negativa,
definindo o intradorso.
Distribuic¸a˜o de pontos de ca´lculo ao longo de uma pa´
Depois de definidas as pa´s, para melhorar a qualidade da malha que sera´ gerada,
e´ importante que se tenha cuidado com a distribuic¸a˜o que e´ dada aos pontos ao
longo desta. Inicialmente, os pontos foram distribuı´dos segundo uma func¸a˜o do
tipo cosseno que permite um espac¸amento mais apertado nos bordos de ataque
e de fuga. Contudo, esta distribuic¸a˜o na˜o se revelou satisfato´ria uma vez que
havia um excesso de concentrac¸a˜o de pontos no bordo de ataque e no bordo de
fuga. Como tal, recorreu-se a um algoritmo desenvolvido por Harry L. Morgan,
Jr. que tem sido utilizado no IST para distribuir pontos ao longo de perfis e que
os distribui em func¸a˜o da curvatura local do perfil. Contudo, este algoritmo foi
desenvolvido para perfis 2D pelo que foi necessa´ria a sua adaptac¸a˜o para 3D
(Morgan).
Segundo Barbosa (2005), a curvatura de qualquer curva parame´trica α(t),





Neste caso, num espac¸o cartesiano de 3 dimenso˜es, e recorrendo a curvas
parametrizadas pelo comprimento s, estas podem ser definidas por α(s) =




, de onde resulta, substituindo em (2.43):
K(s) =
√
(x′ y′′ − y′ x′′)2 + (x′ z′′ − z′ x′′)2 + (y′ z′′ − z′ y′′)2(√
x′2 + y′2 + z′2
)3 (2.44)
onde x′, y′ e z′ e x′′, y′′ e z′′ sa˜o, respectivamente, as primeiras e segundas deri-
vadas de x, y e z em ordem ao paraˆmetro s.
O algoritmo baseia-se num me´todo de distribuic¸a˜o de pontos em func¸a˜o
da curvatura local. Quanto maior for a curvatura mais apertado vai ser o
espac¸amento entre pontos nessa zona. E´ necessa´rio, portanto, que entre no al-
goritmo um conjunto de pontos que defina a pa´ a priori. O algoritmo apenas
vai fazer uma redistribuic¸a˜o de pontos. Como tal e´ vantajoso que os pontos que
entram no algoritmo sigam a distribuic¸a˜o tipo cosseno que havia sido definida
uma vez que esta permite que os ca´lculos da curvatura se fac¸am com maior
precisa˜o no intradorso e no extradorso, que coincidem com as zonas de maior
curvatura. Por este motivo foram mantidas todas as distribuic¸o˜es de pontos
que tinham sido efectuadas ate´ este ponto. Para que na˜o haja uma excessiva
dispersa˜o de pontos nos locais onde a curvatura e´ muito pequena, ou mesmo
inexistente, e´ definido um valor de curvatura mı´nimo que e´ assumido sempre
que o valor calculado for inferior a este. Com base na curvatura local, calculada
atrave´s de (2.44), e´ calculado um novo paraˆmetro integral da curvatura:




em que k0 = 0 e γ e´ uma constante que pode ser definida para ajustar a
distribuic¸a˜o de pontos. Neste trabalho foi adoptado um valor de γ = 2.5.
A redistribuic¸a˜o de pontos e´ efectuada dividindo o paraˆmetro integral k uni-
formemente pelo nu´mero de pontos escolhidos para o intradorso e para o extra-
dorso e calculando as novas coordenadas x(k), y(k) e z(k).
Este algoritmo tem tambe´m a grande vantagem de permitir a distribuic¸a˜o de
um nu´mero diferente de pontos no intradorso e no extradorso do perfil. Para
que se obtenha, a posteriori, uma malha com elementos o mais regulares possı´vel
definiu-se que a raza˜o entre o nu´mero de elementos no extradorso e no intra-
dorso seria proporcional a` raza˜o entre os seus comprimentos.
2.4 Intersecc¸o˜es
A distribuic¸a˜o de espessura foi efectuada segundo a direcc¸a˜o η que so´ em cir-
cunstaˆncias muito especiais coincidira´ com a superfı´cie a que pertence a linha
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me´dia. O mesmo acontecera´ quando se fizer a expansa˜o da malha na regia˜o da
camada limite na secc¸a˜o 3.3.1. Como tal, sera´ necessa´rio calcular as intersecc¸o˜es
da pa´ e da respectiva malha com a secc¸a˜o correspondente interpolada entre o
cubo e a caixa exterior, a fim de se obter as coordenadas dos seus pontos nestas
superfı´cies. Nesta secc¸a˜o sera´ tratado apenas o caso das intersecc¸o˜es no cubo e
na caixa exterior mas a metodologia para a restante malha que, como se vera´,
na˜o sera´ mais do que uma expansa˜o da pro´pria pa´, e´ exactamente a mesma, pelo
que bastara´ substituir as coordenadas da pa´ pelas coordenadas das sucessivas
camadas da malha.
O cubo e a caixa exterior sa˜o definidos pelas coordenadas cilı´ndricas r(s) e
z(s), que sa˜o dadas em func¸a˜o do paraˆmetro s, o comprimento da curva geratriz
de cada umas das superfı´cies . A coordenada θ esta´ livre, uma vez que se tratam
de duas superfı´cies de revoluc¸a˜o. Contudo, cada ponto pertencente a cada uma
destas superfı´cies e´ necessariamente definido pelas treˆs coordenadas r(s), θ e
z(s). Estas podem ser convertidas nas coordenadas cartesianas X(s, θ), Y(s, θ) e
Z(s) da seguinte forma:
X(s, θ) = r(s) cos(θ)
Y(s, θ) = r(s) sin(θ)
Z(s) = z(s)
(2.46)
As coordenadas de cada ponto da pa´ e da camada limite sa˜o definidas por x,
y e z. Estes va˜o ser divididos em pares correspondentes, em que as coordenadas
x1, y1 e z1 correspondem ao ponto mais afastado da superfı´cie a intersectar e as
coordenadas x2, y2 e z2 correspondem ao ponto mais pro´ximo da superfı´cie a in-
tersectar (ver Figura 2.13). A recta definida pelo par de pontos correspondentes
define-se parametricamente por:
x(t) = x1 + t (x2 − x1)
y(t) = y1 + t (y2 − y1)
z(t) = z1 + t (z2 − z1)
(2.47)
O ca´lculo das intersecc¸o˜es na˜o e´ mais do que a resoluc¸a˜o do sistema que de
seguida se apresenta:

x(t) = X(s, θ)
y(t) = Y(s, θ)
z(t) = Z(s)
(2.48)
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Substituindo (2.47) e (2.46) em (2.48), resulta:

x1 + t (x2 − x1) = r(s) cos(θ)
y1 + t (y2 − y1) = r(s) sin(θ)
z1 + t (z2 − z1) = z(s)
(2.49)
Trata-se de um sistema na˜o linear de 3 equac¸o˜es e 3 inco´gnitas, t, s e θ, que
pode ser resolvido recorrendo a um me´todo iterativo, como o me´todo de New-
ton, que foi o escolhido para este caso.
Figura 2.13: Intersecc¸o˜es
2.4.1 Me´todo de Newton
Considere-se o seguinte sistema de n equac¸o˜es e n inco´gnitas:

f1(v1, v2, . . . , vn) = 0
f2(v1, v2, . . . , vn) = 0
...
fn(v1, v2, . . . , vn) = 0
(2.50)
Tome-se (v1, v2, . . . , vn) como um vector v e ( f1, f2, . . . , fn) como um vector
de func¸o˜es f. Com esta notac¸a˜o, pode-se reescrever o sistema (2.50) na seguinte
forma simplificada:
f(v) = 0 (2.51)
em que a inco´gnita e´ o vector v. Tem-se, portanto, que encontrar um vector v tal
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que anule o vector de func¸o˜es f.
O me´todo de Newton foi desenvolvido considerando uma aproximac¸a˜o li-
near a um ponto v, partindo de um ponto inicial vi. Esta aproximac¸a˜o repeta-se
a cada iterac¸a˜o e resulta, para cada iterac¸a˜o, num sistema linear expresso na
forma simplificada por:
f(v) ≈ f(vi) +Df(vi) · (v− vi) (2.52)
de onde, para cada iterac¸a˜o, se vai procurar a soluc¸a˜o v para a seguinte equac¸a˜o:
f(v) = f(vi) +Df(vi) · (v− vi) (2.53)
Substituindo (2.53) em (2.51), vem:
f(vi) +Df(vi) · (v− vi) = 0 (2.54)
em que vi e´ o vector inco´gnita no inı´cio de cada iterac¸a˜o e v e´ o vector inco´gnita
obtido no final de cada iterac¸a˜o. Df e´ a matriz das derivadas parciais das com-



































∆v = v− vi (2.55)
pode-se reescrever (2.54) como:
f(vi) +Df(vi) · ∆v = 0 (2.56)
que e´ uma equac¸a˜o matricial cuja inco´gnita e´ ∆v.
Desenvolvendo (2.56):
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Df(vi) · ∆v = −f(vi) (2.57)
Df(vi)−1 ·Df(vi) · ∆v = Df(vi)−1 ·
(− f(vi)) (2.58)
∆v = Df(vi)−1 ·
(− f(vi)) (2.59)
obte´m-se uma equac¸a˜o em ordem a` inco´gnita ∆v.
O vector v e´ calculado recorrendo a` definic¸a˜o de ∆v em (2.55):
v = vi + ∆v (2.60)
O vector v obtido sera´ o vector vi da pro´xima iterac¸a˜o e assim sucessiva-
mente, ate´ que se obtenha um resı´duo de acordo com o pretendido. Este pode,
por sua vez, ser dado pela norma do vector ∆v, ‖∆v‖, obtido em cada iterac¸a˜o
(Ohio, 2008).
2.4.2 Me´todo da Bissecc¸a˜o
O me´todo da bissecc¸a˜o e´ um me´todo nume´rico muito u´til na localizac¸a˜o de
raı´zes de uma func¸a˜o em que, basicamente, se procura um intervalo do domı´nio
da func¸a˜o cada vez mais curto, de iterac¸a˜o em iterac¸a˜o, e que conte´m a raiz.
Este me´todo baseia-se em dois teoremas fundamentais e extremamente sim-
ples. O primeiro e´ o Teorema do Valor Interme´dio que diz que se num intervalo
[a,b] do domı´nio de uma func¸a˜o f (a) f (b) ≤ 0 enta˜o a func¸a˜o tem pelo menos
um zero nesse intervalo (por outras palavras, existe pelo menos uma raiz da
equac¸a˜o f (x) = 0 no intervalo [a,b]). O segundo e´ o Teorema de Rolle que diz
que, considerando um intervalo [a,b] do domı´nio de uma func¸a˜o f diferencia´vel
e f ′(x) 6= 0 nesse intervalo enta˜o essa func¸a˜o tem no ma´ximo um zero nesse
intervalo (por outras palavras existe no ma´ximo uma raiz da equac¸a˜o f (x) = 0
no intervalo ]a,b[). Se se conjugar as duas condic¸o˜es, conclui-se que se ambas se
verificarem num intervalo [a,b] enta˜o existe exactamente uma raiz da equac¸a˜o
f (x) = 0 no intervalo ]a,b[ (Alves, 1996).
Consegue-se, com base no enunciado anteriormente, saber se num dado in-
tervalo existe a raiz de uma equac¸a˜o. Sera´, portanto, possı´vel ir determinando
um intervalo cada vez mais apertado e saber se nele esta´ contida a raiz de
uma equac¸a˜o ate´ que esse intervalo seja inferior ao erro que se pretende para
a soluc¸a˜o. E´ exactamente isto que faz o me´todo da bissecc¸a˜o.
Partindo-se de um intervalo [a,b] onde se sabe, pela aplicac¸a˜o dos teoremas
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enunciados, que existe uma e uma so´ raiz da equac¸a˜o f (x) = 0, vai-se partindo,
a cada iterac¸a˜o, esse intervalo em dois intervalos iguais e averiguar qual de-




calcula-se k = f (a) f (p). Se k ≤ 0 enta˜o sabe-se que a raiz esta´ contida no inter-
valo [a,p] e recomec¸a-se uma nova iterac¸a˜o com b = p, se k ≥ 0 enta˜o sabe-se
que a raiz esta´ contida no intervalo [p,b] e recomec¸a-se uma nova iterac¸a˜o com
a = p e se k = 0 enta˜o sabe-se que a raiz e´ exactamente p. O erro ma´ximo e´
dado, para cada iterac¸a˜o pelo intervalo considerado (Alves, 1996).
2.4.3 Implementac¸a˜o do Me´todo de Newton conjugado com o Me´todo da
Bissecc¸a˜o
Para resolver o sistema de equac¸o˜es obtido em (2.49) vai-se fazer uso da conjugac¸a˜o
do me´todo de Newton, analisado na secc¸a˜o 2.4.1, para resolver sistemas de
equac¸o˜es na˜o lineares, com o me´todo da Bissecc¸a˜o, analisado na secc¸a˜o 2.4.2,
para arbitrar os valores iniciais para o arranque do processo iterativo.
Pode-se, enta˜o, de acordo com o me´todo de Newton enunciado, transformar
o sistema de equac¸o˜es (2.49) em:

x1 + t (x2 − x1)− r(s) cos(θ) = 0
y1 + t (y2 − y1)− r(s) sin(θ) = 0
z1 + t (z2 − z1)− z(s) = 0








Posto isto, esta´-se em condic¸o˜es de retirar o vector f:
f =
 x1 + t (x2 − x1)− r(s) cos(θ)y1 + t (y2 − y1)− r(s) sin(θ)
z1 + t (z2 − z1)− z(s)

e a matriz Df:
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Df =
 (x2 − x1) −r(s)′ cos(θ) r(s) sin(θ)(y2 − y1) −r(s)′ sin(θ) −r(s)′ cos(θ)
(z2 − z1) −z(s)′ 0

Partindo de um vector vi inicial, esta´-se em condic¸o˜es de arrancar o processo




 (x2 − x1) −r(s)′ cos(θ) r(s) sin(θ)(y2 − y1) −r(s)′ sin(θ) −r(s)′ cos(θ)
(z2 − z1) −z(s)′ 0
 ·
 −x1 − t (x2 − x1) + r(s) cos(θ)−y1 − t (y2 − y1) + r(s) sin(θ)
−z1 − t (z2 − z1) + z(s)











O vector vi da primeira iterac¸a˜o vai ser determinado assumindo considerac¸o˜es
fı´sicas aceita´veis (Ohio, 2008).
Para tal, vai-se considerar cada uma das varia´veis separadamente. Tendo em
conta que se parte de dois pontos em que um deles, o 2, estara´, a` partida, ja´
muito pro´ximo do ponto de intersec¸a˜o, parece aceita´vel toma´-lo como uma re-
fereˆncia para vector vi inicial. Sera˜o tomados, portanto, para o ti e para o θi
iniciais, os valores de 1 e do arco de tangente entre a coordenada y2 e a coorde-
nada x2, respectivamente. Este u´ltimo arco de tangente na˜o e´ mais do que o θ
em coordenadas cilı´ndricas do ponto 2.
Uma vez que a varia´vel s na˜o esta´ relacionada com os pontos da pa´ e da
camada limite mas e´ antes um paraˆmetro das coordenadas que definem o cubo
e a caixa exterior, a determinac¸a˜o do si inicial torna-se mais complicada. Uma
soluc¸a˜o possı´vel e que sera´ a adoptada consiste em, tomando mais uma vez o
ponto 2 como refereˆncia, procurar um s para o qual z(s) esteja perto de z2.
Isto sera´ feito recorrendo ao me´todo da bissecc¸a˜o apresentado na secc¸a˜o 2.4.2,
considerando a coordenada z(s) das superfı´cies do cubo e da caixa exterior e a
coordenada z2 da recta a intersectar. Uma vez que s e´ um paraˆmtero discreto,
vai-se procurar os dois valores deste paraˆmetro para os quais, entre as respecti-
vas coordenadas z(s), se localiza o valor z2. O intervalo [a,b] inicial sera´, enta˜o,
dado pela dimensa˜o do vector que conte´m o paraˆmetro s. O crite´rio de paragem
sera´ a dimensa˜o do intervalo ser de 1, o que indica que restam dois valores se-
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guidos do paraˆmetro s.
Para as seguintes iterac¸o˜es, a valor do vector vi toma o valor do vector v cal-
culado no final da iterac¸a˜o anterior.
As duas rotinas em Python que permitem efectuar o procedimento descrito
encontram-se no Apeˆndice .5 na secc¸a˜o .6, o me´todo de Newton, e na secc¸a˜o .7,
o me´todo da bissecc¸a˜o.
2.5 Paraˆmetros que definem a geometria
Para concluir este Capı´tulo relativo a` gerac¸a˜o da geometria, apresentam-se, em
forma de sı´ntese, os paraˆmetros que definem toda a geometria do rotor:
• 6 paraˆmetros que definem o cubo;
• 6 paraˆmetros que definem a caixa exterior;
• nu´mero de secc¸o˜es que definem a pa´;
• 6 paraˆmetros por cada secc¸a˜o que define a pa´ que definem a coordenada
theta da respectiva linha me´dia;
• 7 paraˆmetros por cada secc¸a˜o que define a pa´ que definem a distribuic¸a˜o
de espessura thck da respectiva secc¸a˜o;
• nu´mero de pa´s.
A geometria do rotor e´, assim, completamente definida, no caso em que as
pa´s sa˜o geradas por interpolac¸a˜o linear (2 secc¸o˜es), por 38 paraˆmetros (mais o
nu´mero de pa´s, considerado como um paraˆmetro secunda´rio).
Na Figura 2.14 esta´ representada uma geometria do rotor da turbina biradial
obtida atrave´s do me´todo descrito ao longo deste capı´tulo.
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Figura 2.14: Geometria do rotor da turbina biradial




A utilizac¸a˜o de me´todos nume´ricos na resoluc¸a˜o de equac¸o˜es diferenciais exige
que o domı´nio de ca´lculo seja discretizado. Os me´todos nume´ricos mais utili-
zados (diferenc¸as finitas, elementos finitos e volumes finitos) exigem que essa
discretizac¸a˜o se fac¸a por pequenos volumes de controlo, ao conjunto dos quais
se da´ o nome de malha. A gerac¸a˜o de uma malha de ca´lculo consititui, so´
por si, uma a´rea de engenharia e um campo de investigac¸a˜o quase auto´nomo,
mas transversal a inu´meras aplicac¸o˜es de engenharia em geral e de fundamen-
tal importaˆncia em Mecaˆnica dos Fluidos Computacional em particular (Ander-
son, 1995). Ao longo deste capı´tulo sera˜o apenas apresentados alguns conceitos
ba´sicos acerca da gerac¸a˜o de malhas, sendo que se dara´ mais enfoque a` forma
como foi gerada a malha para este caso em particular. Sera´ necessa´rio, a par-
tir da geometria gerada no capı´tulo 2, gerar uma malha de ca´lculo apropriada
para o efeito que se pretende, isto e´, uma malha que seja gerada de forma au-
toma´tica, que se adapte a` geometria gerada e que seja construı´da em func¸a˜o
de paraˆmetros que permitam ter flexibilidade e adaptar a malha aos requisitos
dos ca´lculos efectuados. Alguns trabalhos teˆm sido desenvolvidos neste aˆmbito,
nomeadamente por Y. Kallinderis (Khawaja et al., 2000; Kallinderis and Kavou-
klis, 2005). A malha gerada foi inspirada no trabalho de Gomes et al. (2012a).
Escolheu-se, tal como no trabalho referido, fazer uso de uma malha hı´brida tri-
dimensional composta por prismas, piraˆmides, tetraedros e hexaedros.
3.2 Malhas de ca´lculo
Para resolver numericamente o sistema de equac¸o˜es diferenciais que descreve
um processo fı´sico que tem lugar num determinado domı´nio finito e´ necessa´rio,
antes de mais, discretizar as superfı´cies envolventes que formam a fronteira do
domı´nio, assim como o volume contido no seu interior. Neste caso recorreu-se
a uma discretizac¸a˜o em pequenos volumes de controlo que, como ja´ mencio-
nado, e´ utilizada em va´rios me´todos nume´ricos, nomeadamente nos treˆs mais
utilizados: diferenc¸as finitas, elementos finitos e volumes finitos. Neste traba-
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lho sera´ utilizado o me´todo dos volumes finitos (MVF). A malha e´ composta
por dois componentes fundamentais: os pontos e as ce´lulas. Ha´ essencialmente
duas formas de gerar uma malha. Numa das formas, a utilizada neste traba-
lho, distribuem-se os pontos que va˜o corresponder aos ve´rtices das ce´lulas (cell
centered scheme) e na outra forma distribuem-se os pontos que va˜o corresponder
aos centro´ides das ce´lulas (cell vertex scheme), como representado na Figura 3.1 e
na Figura 3.2. Cada volume e´ definido por um centro´ide, pelas faces que o en-
volvem e pelos ve´rtices dos elementos, designados de no´s. Uma descric¸a˜o mais
detalhada do MVF sera´ efectuada na secc¸a˜o 4.2.5. O me´todo de ca´lculo escolhido
e´ de fundamental importaˆncia na escolha da forma como a malha e´ gerada, uma
vez que este a pode condicionar fortemente. E´ o caso, por exemplo, do me´todo
das diferenc¸as finitas que obriga a que no espac¸o computacional (coordenadas
utilizadas na resoluc¸a˜o do sistema de equac¸o˜es) os pontos de ca´lculo tenham
distaˆncias uniformes entre si (para um aprofundamento deste tema sugere-se a
consulta de (Anderson, 1995)). Contudo, conve´m salientar que o MVF na˜o exige
a transformac¸a˜o de malha do espac¸o fı´sico para o espac¸o computacional o que
e´, desde logo, uma vantagem que permite maior liberdade na gerac¸a˜o da malha
(Anderson, 1995; Blazek, 2005).
Figura 3.1: Esquema cell centered
(Blazek, 2005)
Figura 3.2: Esquema cell vertex (Bla-
zek, 2005)
Existem duas grandes famı´lias de malhas, as malhas estruturadas e as ma-
lhas na˜o estruturadas, e uma terceira, as malhas hı´bridas, que e´ a combinac¸a˜o
das outras duas. As suas caracterı´sticas sera˜o descritas de forma sucinta pelo
que, para um aprofundamento acerca desta mate´ria, aconselha-se a consulta da
literatura disponı´vel, (Anderson, 1995) ou (Blazek, 2005) por exemplo. A princi-
pal regra a ter em conta quando se gera uma malha e´ que deve haver uma maior
concentrac¸a˜o de pontos de ca´lculo onde os gradientes sa˜o maiores. Assim, por
exemplo, nas regio˜es das camadas limite, onde ha´ sempre um grande gradiente
de velocidades, deve haver uma grande concentrac¸a˜o de pontos. Se tal na˜o for
feito, perder-se-a˜o os feno´menos fı´sicos locais e a soluc¸a˜o sera´ irrealista, como
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se pode ver pela comparac¸a˜o entre a Figura 3.3 e a Figura 3.4.
Figura 3.3: Malha com crescimento
uniforme (Anderson, 1995)
Figura 3.4: Malha com crescimento
na˜o uniforme (Anderson, 1995)
E´ importante que alguns paraˆmetros da malha obedec¸am aos pressupostos
de que partem os modelos nume´ricos do escoamento utilizados. Estes modelos
sera˜o abordados no Capı´tulo 4 mas e´ desde ja´ necessa´rio saber que um des-
ses paraˆmetros de maior importaˆncia e´ o y+ junto a`s paredes que envolvem o
escoamento. Embora este na˜o seja um paraˆmetro puramente geome´trico, e´ a














em que τw e´ a tensa˜o de corte na parede.
Para os modelos escolhidos, e´ requerido que y+ ≤ 1 para o centro´ide da pri-
meira ce´lula junto a` parede, sendo que y+ ≤ 5 tambe´m e´ aceita´vel, como se vera´
no Capı´tulo 4.
3.2.1 Malhas estruturadas
Uma malha estruturada e´ uma malha em que cada ponto da malha (que podera´
ser transformado num centro´ide ou num ve´rtice de um elemento da malha) e´
obtido pela intersecc¸a˜o de apenas duas linhas que, por sua vez, apenas se inter-
sectam uma vez. Cada um dos pontos e´ definido de forma unı´voca pelos treˆs
ı´ndices i, j, k (em 3D) e as correspondentes coordenadas cartesianas xi,j,k, yi,j,k e
zi,j,k. Teˆm como principais vantagens o facto de serem mais fa´ceis de programar
e de tornarem a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es diferenciais a elas associadas mais efici-
ente. Isto porque todos os atributos de cada ponto da malha podem ser armaze-
nados como varia´veis indexadas (numa matriz) e porque permite facilmente sa-
ber quais os pontos vizinhos. Como desvantagens teˆm o facto de na˜o permitirem
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a modelac¸a˜o de geometrias muito complexas e a dificuldade que apresentam em
controlar a distribuic¸a˜o de pontos (por exemplo, a concentrac¸a˜o de pontos em
zonas especı´ficas); assim, por exemplo, quando existem superfı´cies coˆncavas ou
convexas torna-se inevita´vel a existeˆncia de uma variac¸a˜o na concentrac¸a˜o de
pontos em func¸a˜o da distaˆncia a essas superfı´cies. Em 2D, as ce´lulas das malhas
sa˜o quadrila´teros e em 3D sa˜o hexaedros (Blazek, 2005).
Figura 3.5: Malha do tipo C (a), do tipo O (b) e do tipo H (c) (Lermusiaux, 2011)
Dentro das malhas estruturadas distinguem-se treˆs famı´lias, cujos nomes
esta˜o directamente relacionados com a sua forma: as malhas do tipo O, as ma-
lhas do tipo C e as malhas do tipo H (ver Figura 3.5) (Cebeci et al., 2005).
3.2.2 Malhas na˜o estruturadas
Nas malhas na˜o estruturadas tanto os pontos da malha como as suas ce´lulas
na˜o teˆm nenhuma ordem definida, isto e´, na˜o se consegue saber quais as ce´lulas
ou os pontos vizinhos atrave´s do ı´ndice correspondente a` ce´lula ou ao ponto.
Contudo, estas malhas apresentam uma enorme flexibilidade, o que as torna
apropriadas para o tratamento de geometrias complexas. Teˆm tambe´m a vanta-
gem de poderem ser geradas de forma automa´tica, independentemente da com-
plexidade do domı´nio, bastando definir os ve´rtices dos contornos do mesmo e
recorrendo a` triangulac¸a˜o de Delaunay (Chung, 2002). Como desvantagens as
malhas na˜o estruturadas apresentam uma menor eficieˆncia de ca´lculo e uma
maior necessidade de capacidade de armazenamento, em parte por obrigarem o
computador a ”procurar” as ce´lulas vizinhas. Estas malhas tambe´m apresentam
normalmente dificuldades em resolver de forma aceita´vel as camadas limite. Ge-
ralmente as suas ce´lulas sa˜o triaˆngulos em 2D e tetraedros em 3D (Blazek, 2005).
3.2.3 Malhas hı´bridas
As malhas hı´bridas, que sera˜o utilizadas neste caso, conjugam malhas estrutu-
radas com malhas na˜o estruturadas. Estas permitem resolver alguns problemas
subjacentes a`s malhas na˜o estruturadas, nomeadamente no que toca a` soluc¸a˜o
das camadas limite que exige um controlo apertado do espac¸amento da malha
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(ver Figura 3.3 e Figura 3.4). Por outro lado, permitem a flexibilidade das ma-
lhas na˜o estruturadas e podem-se adaptar bem a geometrias complexas se forem
construı´das correctamente. As malhas hı´bridas permitem utilizar o tipo de ele-
mentos mais apropriados para cada regia˜o em func¸a˜o do tipo de escoamento
que nela tem lugar (ver Figura 3.6). Contudo, este tipo de malhas apresenta
uma maior dificuldade de gerac¸a˜o e de adaptac¸a˜o, nomeadamente em tornar as
malhas mais refinadas ou mais grosseiras (Kallinderis and Kavouklis, 2005).
Figura 3.6: Pormenor de uma malha hı´brida bidimensional (Marc¸al, 2012)
3.3 Construc¸a˜o da malha
A malha gerada para modelar o escoamento no rotor da turbina divide-se em
treˆs zonas. Foi criada uma zona principal, no rotor propriamente dito, e foram
criadas duas zonas secunda´rias, a` entrada e a` saı´da do rotor, por forma a captar
as perturbac¸o˜es introduzidas pelo rotor no escoamento a montante e a jusante
deste. As malhas sa˜o geradas para cada zona de forma separada e sa˜o unidas
a posteriori. Por sua vez, as malhas de cada uma das zonas sa˜o, tambe´m elas,
compostas por va´rias malhas de tipologias diferentes e geradas separadamente,
consoante o tipo de escoamento que e´ esperado para cada regia˜o dentro da
correspondente zona. Assim, cada zona e´ dividida em regio˜es consoante a pro-
ximidade a`s paredes que envolvem o escoamento e que sa˜o a causa fundamental
das perturbac¸o˜es introduzidas neste. O domı´nio foi, portanto, dividido em dez
regio˜es no total, a que correspondera˜o dez malhas a gerar separadamente. Den-
tro da zona de entrada, criou-se uma regia˜o na camada limite da caixa exterior,
uma regia˜o na camada limite do cubo e uma regia˜o no nu´cleo do escoamento.
Na zona do rotor, criou-se uma regia˜o na camada limite da caixa exterior, uma
regia˜o na camada limite do cubo, uma regia˜o na camada limite da pa´ e uma
regia˜o no nu´cleo do escoamento. Na zona de saı´da, criou-se uma regia˜o na ca-
mada limite da caixa exterior, uma regia˜o na camada limite do cubo e uma regia˜o
no nu´cleo do escoamento. Esta gerac¸a˜o das malhas de forma separada para pos-
terior agregac¸a˜o faz com que tenha de haver um grande rigor e uma grande
coereˆncia na sua construc¸a˜o. Por outro lado, e e´ esta a raza˜o da sua utilizac¸a˜o,
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esta forma de construc¸a˜o da malha permite uma maior adaptabilidade e um
controlo independente de va´rios paraˆmetros desta, o que e´ fundamental quando
se pretende que a malha seja gerada automaticamente.
Cada uma das malhas geradas pode pertencer a uma de treˆs tipologias di-
ferentes. A primeira tipologia, a que pertence a malha gerada em torno da
pa´, na regia˜o da sua camada limite, e´ uma malha estruturada com elementos
hexae´dricos. Uma segunda tipologia e´ utilizado nas malhas das regio˜es das ca-
madas limites da caixa exterior e do cubo que sa˜o formadas por elementos com
a forma de prismas triangulares. Por fim, a terceira tipologia consiste numa
malha na˜o estruturada utilizada no nu´cleo do escoamento. Esta malha e´ na˜o
estruturada e formada por elementos tetrae´dricos. Assim, na zona principal sa˜o
utilizadas malhas das treˆs tipologias e nas zonas secunda´rias sa˜o utilizadas ma-
lhas da segunda e da terceira tipologias. Todas as malhas deste trabalho foram
geradas de acordo com o cell centered scheme pelo que os pontos distribuı´dos
coincidira˜o com os ve´rtices dos elementos.
A malha fundamental e a partir da qual sera˜o construı´das as restantes e´ a
malha em torno da pa´. Antes de mais foram definidas, a partir da superfı´cie
da pa´, duas distribuic¸o˜es de pontos que regera˜o toda a construc¸a˜o da malha.
A primeira consiste na distribuic¸a˜o de pontos ao longo da pa´ entre as secc¸o˜es
da caixa exterior e do cubo do rotor. Esta distribuic¸a˜o de pontos foi efectuada
recorrendo a um vector unita´rio que conte´m, para cada ponto dessa ditribuic¸a˜o,
a fracc¸a˜o da distaˆncia do ponto a` caixa exterior relativamente a` distaˆncia cor-
respondente entre o cubo e a caixa exterior. Essa distribuic¸a˜o e´ fraccionada em
treˆs partes em que a primeira corresponde a` regia˜o da camada limite da caixa
exterior, a segunda a` regia˜o do nu´cleo do escoamento e a terceira a` regia˜o da
camada limite do cubo. A primeira e a terceira fracc¸o˜es da distribuic¸a˜o seguem
uma distribuic¸a˜o exponencial com crescimento no sentido do nu´cleo do esco-
amento. A segunda fracc¸a˜o da distribuic¸a˜o segue uma distribuic¸a˜o uniforme.
As fracc¸o˜es desta distribuic¸a˜o relativas a`s regio˜es das camadas limite da caixa
exterior e do cubo sera˜o aplicadas a`s treˆs zonas do escoamento (entrada, rotor e
saı´da), como sera´ detalhado na secc¸a˜o 3.3.2. A distribuic¸a˜o completa sera´ apli-
cada na regia˜o da camada limite da pa´, como sera´ detalhado na secc¸a˜o 3.3.1. A
segunda distribuic¸a˜o que rege a construc¸a˜o da malha e´ a distribuic¸a˜o de pontos
no sentido da normal da superfı´cie da pa´. Esta sera´ utilizada apenas na regia˜o
da camada limite da pa´ e sera´ tambe´m detalhada na secc¸a˜o 3.3.1.
Para facilitar ao leitor a apreensa˜o de como foi efectuada a divisa˜o da malha
e, tambe´m, como forma de sı´ntese, apresenta-se na Tabela 3.1 a tipologia de ma-
lha utilizada em cada regia˜o do escoamento assim como a divisa˜o por zonas.
Como ja´ explicado, uma malha na˜o e´ so´ um conjunto de pontos distribuı´dos
ao longo de um domı´nio mas e´ tambe´m as ce´lulas que formam os volumes e que,
neste caso, uma vez que se adoptou o esquema cell centered, coincidira˜o com os
volumes de controlo considerados. Como tal, depois de ter os pontos todos de-
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Regia˜o da camada
Regia˜o do Regia˜o da camada Regia˜o da camada
limite da caixa
nu´cleo limite do cubo limite da pa´
exterior








Zona do Malha hı´brida
Malha na˜o













Tabela 3.1: Esquema de malhas utilizado
finidos sera´ necessa´rio gravar a malha num formato que contenha a informac¸a˜o
acerca desses ve´rtices mas tambe´m acerca dos volumes. Todas as malhas foram
gravadas numa primeira fase em formato gmsh (Geuzaine and Remacle, 2013).
3.3.1 Malha em torno da pa´
Em torno da pa´ foi gerada uma malha do tipo ”camada limite”. Esta e´ uma
malha estruturada do tipo O em que uma das coordenadas e´ o contorno de
cada secc¸a˜o da pa´ e a outra e´ a normal ao respectivo contorno. Comec¸ou-se
por definir os pontos da camada exterior da malha (Figura 3.7) e em seguida
definiram-se os pontos das camadas interiores por interpolac¸a˜o segundo uma
distribuic¸a˜o do tipo exponencial (Figura 3.8). Este e´ um processo muito seme-
lhante ao utilizado na criac¸a˜o dos pontos da pa´ a partir da linha me´dia descrita
na secc¸a˜o 2.3.2. Acrescenta-se, desta vez, uma distribuic¸a˜o de pontos com cres-
cimento exponencial que esta´ armazenada num vector unita´rio com dimensa˜o
igual ao nu´mero de camadas a gerar em torno da pa´. Este vector e´ multiplicado
pelo valor pretendido para a distaˆncia da u´ltima camada da malha a` superfı´cie
da pa´ que, neste caso, e´ dado em func¸a˜o do comprimento da linha me´dia da
secc¸a˜o 1. Tomou-se, para essa distaˆncia, o valor de 1.5% deste comprimento. Re-
sumindo, e´ como se a malha em torno da pa´ fosse uma sucessa˜o de expanso˜es da
pro´pria pa´ que segue uma distribuic¸a˜o com crescimento exponencial, partindo
da superfı´cie desta. A rotina em Python que faz este procedimento encontra-se
no Apeˆndice .5 na secc¸a˜o .8.
Tal como no Capı´tulo 2 se fez para a gerac¸a˜o da superfı´cie da pa´, a malha foi
gerada nas secc¸o˜es que definem a pa´ (neste caso duas, uma coincidente com a
caixa exterior e a outra coincidente com o cubo). Entre estas duas secc¸o˜es a ma-
1E´ habitual este valor ser dado em func¸a˜o do comprimento da corda dos perfis, como os NACA por
exemplo, mas dada a geometria tridimensional de cada secc¸a˜o que define a pa´ tal na˜o faria sentido e
optou-se por tomar o valor do comprimento da linha me´dia.
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Figura 3.7: Camada exterior da
malha da pa´
Figura 3.8: Camadas da malha
da pa´
Figura 3.9: Malha da pa´ completa
lha foi gerada por interpolac¸a˜o entre estas segundo a distribuic¸a˜o entre secc¸o˜es
ja´ referida na secc¸a˜o 3.3 e que tem em conta as regio˜es onde se va˜o desenvolver
as camadas limite junto a` caixa exterior e junto ao cubo. Como se referiu, e como
se pode observar na Figura 3.9, esta distribuic¸a˜o foi fraccionada em treˆs partes.
Figura 3.10: Divisa˜o de um hexaedro em cinco piraˆmides (Kallinderis and Kavouklis,
2005)
Fora da regia˜o da camada limite da pa´, uma parte da malha, nas regio˜es das
camadas limite da caixa exterior e do cubo, sera´ hı´brida e prisma´tica e a outra,
no nu´cleo do escoamento, sera´ na˜o estruturada e tetrae´drica. Ora, para gerar os
tetraedros e´ necessa´rio definir as fronteiras com triaˆngulos que correspondera˜o,
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quando forem gerados os tetraedros no seu interior, a faces desses mesmos te-
traedros. Como tal, e´ necessa´rio que as faces quadrangulares dos hexaedros que
fazem fronteira com esta parte do domı´nio sejam divididas em triaˆngulos. Para
isso, dividem-se os hexaedros cujas faces pertencem a essa fronteira num con-
junto de cinco piraˆmides conforme ilustrado na Figura 3.10.
3.3.2 Malha nas regio˜es das camadas limite do cubo e da caixa exterior
Ao contra´rio da malha da pa´ que apenas sera´ utilizada na zona do rotor propri-
amente dito, as malhas das regio˜es das camadas limite do cubo e da caixa sera˜o
utilizadas nas treˆs zonas. Isto porque na zona da entrada e na zona da saı´da sera´
tambe´m imposta uma condic¸a˜o de na˜o escorregamento nas paredes das condu-
tas que ligam a saı´da das pa´s directrizes a` entrada do rotor, o que provocara´
o aparecimento de camadas limite tambe´m nestas zonas. Ao modelar assim o
escoamento, a soluc¸a˜o torna-se mais realista, principalmente para a versa˜o da
turbina biradial com as pa´s directrizes afastadas do rotor.
Uma malha adequada para a modelac¸a˜o destas camadas limite, tera´ de ter, tal
como para o caso da camada limite da pa´, um crescimento na˜o uniforme e muito
pequeno nas zonas perto das paredes, como se viu na secc¸a˜o 3.2, nomeadamente
na Figura 3.3 e na Figura 3.4. Uma distribuic¸a˜o com crescimento exponencial
pode satisfazer estes requisitos, se for bem escolhida a raza˜o de crescimento.
E´ por este motivo que na distribuic¸a˜o ja´ referida na secc¸a˜o 3.2 e utilizada na
secc¸a˜o 3.3.1 se recorreu a um crescimento deste tipo. A distribuic¸a˜o utilizada
nestas regio˜es sera´ exactamente a mesma para permitir que haja coereˆncia na
gerac¸a˜o das malhas e para que estas se possam unir.
Dada a complexidade da geometria do domı´nio do rotor da turbina bira-
dial, este foi dividido numa se´rie de superfı´cies paralelas umas a`s outras e que
sa˜o uma interpolac¸a˜o das superfı´cies da caixa exterior e do cubo que segue
a distribuic¸a˜o ja´ referida e que e´ exactamente a utilizada na secc¸a˜o 3.3.1 nas
regio˜es das camadas limite da caixa exterior e do cubo. Em cada uma destas
superfı´cies que pertence a` malha das zonas das camadas limite da caixa exterior
e do cubo tera´ de ser gerada uma malha na˜o estruturada bidimensional. Para
gerar as malhas na˜o estruturadas nas superfı´cies da caixa exterior e do cubo
utilizou-se um programa desenvolvido no IST, o Vmesh2D, que so´ e´ capaz de
gerar malhas em espac¸os com duas dimenso˜es (Henriques, 2012). As malhas
das restantes superfı´cies foram geradas por alterac¸a˜o de uma das coordenadas
de cada ponto por forma a garantir que as malhas de cada uma das superfı´cies
sa˜o coincidentes. Como tal, sera´ necessa´rio transformar cada uma destas su-
perfı´cies em planos. Para isso, recorreu-se a uma transformac¸a˜o conforme que
apresenta as vantagens que sera˜o apresentadas. Em cada uma das superfı´cies
a malha gerada sera´ triangular. A junc¸a˜o dos ve´rtices correspondentes de cada
uma destas superfı´cies criara´ os prismas que sera˜o os elementos constituintes da
malha tridimensional destas regio˜es.
46 3.3. Construc¸a˜o da malha
Fora das regio˜es das camadas limite a malha sera´ na˜o estruturada, como sera´
explicado na secc¸a˜o 3.3.3.
Transformac¸a˜o conforme
Uma tranformac¸a˜o conforme e´ uma transformac¸a˜o de coordenadas em que ha´
uma conservac¸a˜o dos aˆngulos locais. Como tal, uma transformac¸a˜o deste tipo
apresenta-se como muito interessante para este caso ja´ que possibilita que uma
malha gerada no espac¸o transformado conserve os aˆngulos dos no´s quando
for tranformada para o espac¸o real. Assim, os triaˆngulos que formam os ele-
mentos bidimensionais que compo˜em a malha na˜o estruturada sofrera˜o uma
deformac¸a˜o reduzida quando forem transformados para o espac¸o tridimensio-
nal.
A tranformac¸a˜o conforme escolhida para este caso foi a apresentada por R.
I. Lewis em (Lewis, 1991) para domı´nios em que o fluxo e´ misto (radial e axial).
Nas Figura 3.11 e Figura 3.12 pode ser vista a representac¸a˜o de uma superfı´cie de
um domı´nio gene´rico no espac¸o real e no espac¸o transformado, respectivamente.
Figura 3.11: Superfı´cie do domı´nio
no espac¸o real
Figura 3.12: Superfı´cie do domı´nio
no espac¸o transformado









em que s e´ a distaˆncia medida ao longo da secc¸a˜o meridional.
Considerando γ o aˆngulo co´nico local da linha meridional, isto e´, γ = arctan( dzdr ),
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Assim, depois da malha ser gerada no espac¸o transformado (Figura 3.13) e´
feita a transformac¸a˜o inversa para o espac¸o real (Figura 3.14).
Figura 3.13: Malha no espac¸o transfor-
mado
Figura 3.14: Malha no espac¸o real
3.3.3 Malha no nu´cleo do escoamento
No nu´cleo do escoamento a malha gerada foi na˜o estruturada tetrae´drica. Foi
necessa´rio, pela forma como foi construı´da a malha, gerar uma malha destas
para cada uma das treˆs zonas. Para as gerar, recorreu-se ao gerador de malhas
tetrae´dricas do gmsh (Geuzaine and Remacle, 2013). O processo e´ sempre se-
melhante sendo apenas necessa´rio dar como entrada as superfı´cies envolventes
do domı´nio em que se quer gerar a malha tetrae´drica. Na gerac¸a˜o da malha no
nu´cleo na zona do rotor propriamente dito, partiu-se das u´ltimas camadas das
malhas das zonas das camadas limites da caixa exterior e do cubo, da malha da
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secc¸a˜o de entrada, da malha da secc¸a˜o de saı´da e da u´ltima camada da malha
da camada limite da pa´ da regia˜o do nu´cleo em que, embora seja uma malha
hexae´drica, a u´ltima camada foi transformada em piramidal conforme descrito
na secc¸a˜o 3.3.1.
Um pormenor do conjunto das malhas em que se pode ver as malhas das
regio˜es das camadas limite, quer da caixa exterior, quer do cubo, quer da pa´, e a
malha do nu´cleo do escoamento encontra-se representado na Figura 3.15.
3.3.4 Paraˆmetros que definem a malha
Os paraˆmetros que definem a malha completa sa˜o:
1. o nu´mero de pontos e o vector unita´rio de distribuic¸a˜o de pontos entre a
caixa exterior e o cubo;
2. o nu´mero de pontos no intradorso da pa´;
3. o nu´mero de pontos no extradorso da pa´;
4. o γ definido na secc¸a˜o 2.3.2 e que permite controlar a concentrac¸a˜o de
pontos na superfı´cie da pa´ em func¸a˜o da curvatura;
5. o nu´mero de pontos e o vector unita´rio de distribuic¸a˜o de pontos entre a
superfı´cie da pa´ e a camada exterior da malha da camada limite desta;
6. a distaˆncia da camada exterior da malha da camada limite da pa´ a` su-
perfı´cie desta;
7. o nu´mero de pontos no contorno radial da secc¸a˜o da caixa exterior;
8. o nu´mero de pontos no contorno circunferencial da secc¸a˜o da caixa exterior;
9. o nu´mero de pontos no contorno radial da secc¸a˜o do cubo;
10. o nu´mero de pontos no contorno circunferencial da secc¸a˜o do cubo;
11. o nu´mero de pontos na fronteira do domı´nio entre a malha da regia˜o da
camada limite da caixa exterior e a malha da regia˜o da camada limite do
cubo;
12. raio da entrada do domı´nio;
13. raio da saı´da do domı´nio.
Os modelos utilizados no Capı´tulo 4 requerem que y+ ≤ 1 pelo que os
paraˆmetros 1 e 5 da malha tera˜o de ser ajustados de tal forma que esta condic¸a˜o
seja satisfeita.
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Figura 3.15: Pormenor da malha do domı´nio completa




Neste capı´tulo pretende-se descrever como foi modelado o escoamento no ro-
tor da turbina utilizando uma malha gerada conforme descrito no Capı´tulo 3.
Enquanto este u´ltimo capı´tulo se centrou na forma como o domı´nio foi dis-
cretizado, o presente capı´tulo centra-se na definic¸a˜o do sistema de equac¸o˜es a
aplicar a esse domı´nio e a`s condic¸o˜es de fronteira a aplicar a`s suas fronteiras.
Apresentam-se todos os passos que permitem chegar ao sistema de equac¸o˜es
final e todos os ca´lculos efectuados que permitiram definir as condic¸o˜es de fron-
teira. Sa˜o tambe´m explicados os me´todos nume´ricos utilizados na resoluc¸a˜o do
sistema de equac¸o˜es resultante.
Todos os ca´lculos do escoamento foram efectuados recorrendo ao software co-
mercial Fluent que resolve as equac¸o˜es de Navier-Stokes recorrendo ao me´todo
dos volumes finitos e em me´dia temporal de Reynolds para o campo me´dio
(Reynolds-Average Navier-Stokes equations, RANS). Antes de mais, na secc¸a˜o
4.2, sera´ explicado como foi resolvido o sistema de equac¸o˜es que rege o escoa-
mento e quais os paraˆmetros escolhidos para os me´todos nume´ricos utilizados.
Os resultados destes ca´lculos sera˜o apresentados e a sua ana´lise efectuada no
Capı´tulo 5.
4.2 Mecaˆnica dos fluidos computacional
A Mecaˆnica dos Fluidos Computacional (MFC) nasceu por volta da de´cada de 50
do se´culo XX com o aparecimento dos computadores digitais. Esta consiste na
utilizac¸a˜o de me´todos nume´ricos na resoluc¸a˜o de modelos matema´ticos, tradu-
zidos em modelos computacionais, do escoamento de fluidos e dos feno´menos
associados, geralmente denomimados de feno´menos de transporte (transfereˆncia
de quantidade de movimento, de calor e de massa). Na MFC recorre-se prin-
cipalmente a treˆs me´todos nume´ricos na resoluc¸a˜o dos sistemas de equac¸o˜es
diferenciais: o me´todo das diferenc¸as finitas, o me´todo dos elementos finitos e
o me´todo dos volumes finitos. Com o aumento da capacidade de ca´lculo e de
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armazenamento em memo´ria dos computadores foi possı´vel o desenvolvimento
da MFC. Contudo a capacidade dos computadores ainda na˜o atingiu nı´veis que
permitam a escolha do me´todo mais adequado, e que permita obter melhores
resultados, sem ter em conta os recursos exigidos (Chung, 2002).
O software de simulac¸a˜o em MFC tem um custo bastante elevado mas que, na
verdade, na˜o se aproxima ao de uma instalac¸a˜o experimental de qualidade. Tem,
tambe´m, a vantagem de permitir uma flexibilidade muito maior do que a que se
consegue quando se efectua um trabalho experimental. Contudo, os resultados
que se obteˆm atrave´s de modelos computacionais requerem, sempre que estes
integrem um projecto de engenharia e numa fase mais avanc¸ada do mesmo,
validac¸a˜o experimental. No presente trabalho recorreu-se ao co´digo comercial
Fluent para efectuar todos os ca´lculos relativos aos escoamentos simulados no
domı´nio gerado conforme o Capı´tulo 3.
4.2.1 Fluent
O Fluent e´ um co´digo comercial que resolve o sistema de equac¸o˜es que rege um
escoamento recorrendo ao me´todo dos volumes finitos para o discretizar (Flu-
ent, 2006).
Nos ca´lculos efectuados considerou-se sempre o escoamento permanente,
turbulento e incompressı´vel (na pra´tica, esta u´ltima hipo´tese implica que o nu´mero
de Mach seja inferior a cerca de 0.3).
As equac¸o˜es que regem o escoamento sa˜o equac¸o˜es de transporte onde se in-
cluem, como ja´ referido, as equac¸o˜es de Navier-Stokes. Estas equac¸o˜es baseiam-
se em treˆs princı´pios fundamentais: a conservac¸a˜o de massa, a conservac¸a˜o
da quantidade de movimento e a conservac¸a˜o de energia. Para todos os ca-
sos, o Fluent resolve as equac¸o˜es de conservac¸a˜o de massa e de quantidade
de movimento. As equac¸o˜es de conservac¸a˜o de energia sa˜o apenas utilizadas
quando se analisa processos de transfereˆncia de calor ou quando o escoamento
e´ compressı´vel. Escoamentos turbulentos exigem o recurso a equac¸o˜es adici-
onais e apresentam grandes flutuac¸o˜es de pressa˜o e de velocidade ao longo
de uma vasta gama de frequeˆncias, o que dificulta enormemente a resoluc¸a˜o
das equac¸o˜es de Navier-Stokes. Como tal, para resolver este problema e´ co-
mum tomarem-se valores me´dios por forma a que as equac¸o˜es percam a sua
dependeˆncia temporal. Fala-se enta˜o de equac¸o˜es de Navier-Stokes em me´dia
temporal de Reynolds para o campo me´dio (RANS) (Fluent, 2006; Cebeci et al.,
2005).
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4.2.2 Equac¸o˜es de transporte
Neste caso, uma vez que se trata de um escoamento incompressı´vel, as equac¸o˜es
da conservac¸a˜o de energia ficam desacopladas das equac¸o˜es de conservac¸a˜o
de massa e de conservac¸a˜o de quantidade de movimento e, como se vera´, a
conservac¸a˜o de massa pode-se traduzir em conservac¸a˜o de volume. Assim,
torna-se dispensa´vel a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de conservac¸a˜o de energia, que
so´ seriam u´teis se se pretendesse conhecer o campo de temperaturas no escoa-
mento. Como tal, nesta secc¸a˜o apenas se analisara˜o as equac¸o˜es da continuidade
e de conservac¸a˜o da quantidade de movimento, e as equac¸o˜es de turbuleˆncia
sera˜o analisadas na secc¸a˜o 4.2.4.
A equac¸a˜o de conservac¸a˜o de massa, ou da continuidade, pode, para um
volume de controlo infinitesimal, ser escrita da seguinte forma:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = Sm (4.1)
em que Sm e´ uma fonte de mate´ria de qualquer natureza.
Em regime permanente, escoamento incompressı´vel e sem criac¸a˜o de mate´ria,
que e´ o caso, a equac¸a˜o pode-se reduzir a:









em coordenadas cartesianas onde vx, vy e vz correspondem, respectivamente, a`s
velocidades segundo x, y e z.
O princı´pio da conservac¸a˜o da quantidade de movimento resulta da aplicac¸a˜o
da segunda lei de Newton a um volume de controlo. Deste resultam as equac¸o˜es
da conservac¸a˜o da quantidade de movimento que podem, para cada uma das




(ρv) +∇ · (ρvv) = −∇p +∇ · ( ¯¯τ) + ρg + F (4.3)
em que p e´ a pressa˜o esta´tica, ¯¯τ e´ o tensor das forc¸as viscosas, ρg e´ a forc¸a
gravı´tica e F sa˜o as forc¸as exteriores que actuam sobre o elemento de fluido.
Em regime permanente, escoamento incompressı´vel, com viscosidade cons-
tante, sem actuac¸a˜o de forc¸as exteriores e com massa volu´mica ρ muito baixa
(como e´ o caso do ar), que torna a forc¸a gravı´tica despreza´vel, a equac¸a˜o pode
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reduzir-se a:
ρ v · ∇v+∇p−∇ · ( ¯¯τ) = 0 (4.4)
em que ¯¯τ = µ∇v, ficando:
ρ v · ∇v+∇p− µ∇2v = 0 (4.5)




















































































Na modelac¸a˜o do escoamento do rotor de uma turbina, como neste caso, a
utilizac¸a˜o de um domı´nio de ca´lculo em movimento (de rotac¸a˜o) apresenta van-
tagens. Por outras palavras, trata-se de resolver o sistema de equac¸o˜es num
referencial mo´vel (na˜o inercial). O recurso a um referencial mo´vel permite trans-
formar o problema, que a` partida, num referencial fixo, seria dependente do
tempo, num problema permanente. Isto aconteceria por o nu´mero de pa´s do
rotor ser finito pelo que, num referencial fixo, a posic¸a˜o das pa´s e´ func¸a˜o do
tempo. Ja´ num referencial mo´vel, que acompanhe o movimento de rotac¸a˜o das
pa´s, a posic¸a˜o destas e´ independente do tempo.
Utilizou-se, portanto, um referencial cuja velocidade de rotac¸a˜o e´ constante e
coincide com a velocidade de rotac¸a˜o do rotor. Esta transformac¸a˜o vai acresen-
tar termos a`s equac¸o˜es de movimento no referencial fixo que dizem respeito a
forc¸as de ine´rcia, nomeadamente a` forc¸a de Coriolis e a` forc¸a centrı´fuga.
A resoluc¸a˜o das equac¸o˜es pode ser feita em ordem a` velocidade absoluta (v)
ou em ordem a` velocidade relativa (w). Estas duas velocidades relacionam-se
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atrave´s da expressa˜o:
w = v−Ω× r (4.7)
onde Ω e´ o vector que conte´m as componentes da velocidade de rotac¸a˜o no re-
ferencial fixo e r e´ o vector posic¸a˜o do ponto em questa˜o tambe´m no referencial
fixo. Neste caso optou-se por resolver o sistema usando a velocidade absoluta v
como varia´vel independente seleccionando a opc¸a˜o Absolute Velocity Formulation
uma vez que so´ esta formulac¸a˜o e´ que permite resolver a equac¸a˜o de pressa˜o e
de velocidade de forma acoplada (ver a secc¸a˜o 4.2.5) (Fluent, 2006).
A equac¸a˜o da continuidade (4.2) ficara´:









E a equac¸a˜o da conservac¸a˜o da quatidade de movimento (4.5) ficara´:
ρw · ∇v+ ρ (Ω× v) +∇p− µ∇2v = 0 (4.9)
em que os termos da acelerac¸a˜o de Coriolis e da acelerac¸a˜o centrı´fuga sa˜o agru-
pados em Ω× v (Fluent, 2006).
Disto resulta, para uma velocidade de rotac¸a˜o com componente na˜o nula ape-
nas na direcc¸a˜o z (Ωx = Ωy = 0 e Ωz 6= 0), para cada uma das treˆs componentes
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4.2.4 Modelos de turbuleˆncia
O escoamento na turbina na˜o so´ sera´ resolvido num referencial em rotac¸a˜o
como tambe´m sera´ turbulento (Re = 2.02× 106), como se podera´ ver na secc¸a˜o
4.5. Um escoamento turbulento e´ um escoamento em que ha´ um domı´nio das
forc¸as de ine´rcia sobre as forc¸as viscosas que actuam no fluido. Isto faz com
que haja grandes flutuac¸o˜es de velocidade no escoamento e numa ampla gama
de frequeˆncias, apresentando um movimento desordenado. As principais carac-
terı´sticas da turbuleˆncia sa˜o a irregularidade, a tridimensionalidade, a difusivi-
dade e a dissipac¸a˜o. Devido a`s suas caracterı´sticas quase cao´ticas, o escoamento
turbulento apresenta grandes dificuldades de modelac¸a˜o. Como tal, existem
va´rios modelos que procuram descrever o seu comportamento e nenhum pode
ser considerado superior aos outros, mas sim mais adequado a determinado tipo
de situac¸a˜o (Abbott and Basco, 1989).
E´ costume, por forma a tornar estudo dos escoamentos turbulentos mais
fa´cil, considerar duas componentes para a velocidade: a velocidade me´dia e
a flutuac¸a˜o. Esta abordagem permite encontrar semelhanc¸as na ana´lise com
aquela que e´ efectuada para escoamentos laminares. Para tentar eliminar a com-
ponente instaciona´ria intrı´nseca a` pro´pria definic¸a˜o de turbuleˆncia e´ calculada
uma me´dia temporal para as quantidades que caracterizam o escoamento. E´
aqui que entra a me´dia temporal de Reynolds para o campo me´dio (RANS), uma
das formas de eliminar a dependeˆncia temporal do modelo do escoamento e que
e´ utilizada pelo Fluent. Assim, para uma determinada quantidade gene´rica φ
tem-se:
φ = φ¯+ φ′
em que φ¯ e´ a quantidade me´dia e φ′ e´ a flutuac¸a˜o.
Usando esta decomposic¸a˜o sera˜o reescritas as equac¸o˜es que governam o es-
coamento turbulento, acrescentando os termos necessa´rios a` modelac¸a˜o da tur-
buleˆncia.
Desta forma, as equac¸o˜es de Navier-Stokes da continuidade em me´dia tem-
poral de Reynolds para campo me´dio e num referencial em rotac¸a˜o podem ser
expressas da seguinte forma:
∇ · (w¯) = 0
e as da conservac¸a˜o da quantidade de movimento:



































































































em que w¯x, w¯y e w¯z sa˜o os valores me´dios tomados para as velocidades no re-
ferencial em rotac¸a˜o, v¯x, v¯y e v¯z os valores me´dios tomados para as velocidades
no referencial fixo e Rij sa˜o os tensores de Reynolds.
Os tensores de Reynolds sa˜o, por sua vez, dados pela hipo´tese de Boussinesq
em que estes sa˜o calculados atrave´s da viscosidade turbulenta µt e da energia












em que δij e´ o delta de Kronecker (δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j).
Para fechar o sistema de equac¸o˜es que rege o escoamento falta apenas de-
terminar as equac¸o˜es que permitam calcular µt e k. Para isso, o Fluent dis-
ponibiliza va´rios modelos de turbuleˆncia que se baseiam no me´todo RANS: o
modelo Spalart-Allmaras, modelos k − e, modelos k − ω, o modelo v2 − f , mo-
delos de tensores de Reynolds (RSM) e modelos Detached eddy simulation. O
modelo de turbuleˆncia escolhido foi o k−ω SST (Shear Stress Transport) uma vez
que tem sido utilizado com frequeˆncia no IST na modelac¸a˜o de escoamentos
em turboma´quinas, nomeadamente na turbina biradial no trabalho de P. Nunes
(Falca˜o et al., 2013b), apresentando resultados satisfato´rios.
O modelo k−ω SST procura combinar as vantagens do modelo k−ω standard
nas zonas junto a`s paredes com as vantagens apresentadas pelo modelo k − e
no nu´cleo do escoamento (Fluent, 2006). Este modelo acrescenta ao sistema
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as equac¸o˜es de transporte da energia cine´tica turbulenta (k) e da sua taxa de


























− Gω +Yω − Dω − Sω = 0
onde G˜k representa a produc¸a˜o de energia cine´tica turbulenta devida aos gra-
dientes da velocidade me´dia, Gω representa a ”produc¸a˜o” de dissipac¸a˜o ω, Γk
e Γω representam as difusividades de k e de ω, respectivamente, e Yk e Yω a
dissipac¸a˜o devido a` turbuleˆncia. Dω e´ o termo de difusa˜o cruzada e Sk e Sω
sa˜o termos fonte definidos pelo utilizador e que neste caso sera˜o nulos. O µt e´
calculado em func¸a˜o de k e de ω (Fluent, 2006).
O modelo k−ω SST requer que a distaˆncia da primeira ce´lula a` parede seja
tal que y+ ≤ 1 (eventualmente y+ ≤ 5, dentro da sub-camada laminar), condic¸a˜o
esta que foi respeitada grac¸as ao ajuste dos paraˆmetros da malha, tal como ex-
plicado no Capı´tulo 3 e como sera´ demonstrado no Capı´tulo 5.
4.2.5 Me´todos nume´ricos
O Fluent disponibiliza duas aproximac¸o˜es distintas para a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es
que regem o escoamento: o density-based-solver e o pressure-based-solver. Em am-
bos os casos o campo de velocidades e´ obtido atrave´s das equac¸o˜es de conservac¸a˜o
da quatidade de movimento. No density-based-solver as equac¸o˜es da continui-
dade (conservac¸a˜o de massa) sa˜o utilizadas para calcular o campo de mas-
sas especı´ficas do fluido e a pressa˜o e´ calculada atrave´s da equac¸a˜o de estado
(p = p(ρ, T)). Ja´ no pressure-based-solver o campo de presso˜es e´ extraı´do direc-
tamente de uma equac¸a˜o de pressa˜o que resulta da manipulac¸a˜o das equac¸o˜es
de continuidade e de quantidade de movimento. Uma vez que neste trabalho
se va˜o tratar de escoamentos incompressı´veis, optou-se por recorrer ao me´todo
pressure-based-solver que foi desenvolvido para estes casos (Fluent, 2006).
O facto de se tratarem de escoamentos incompressı´veis faz com que as equacc¸o˜es
da conservac¸a˜o da energia estejam descopladas das restantes equac¸o˜es (quanti-
dade de movimento e continuidade). Como tal, a sua utilizac¸a˜o so´ faz sentido se
se pretender determinar o campo de temperaturas no domı´nio e como isso na˜o
e´ pretendido neste trabalho, as equac¸o˜es de conservac¸a˜o de energia tornam-se
dispensa´veis e na˜o sera˜o, portanto, utilizadas.
1Optou-se por escrever estas equac¸o˜es na notac¸a˜o de Einstein porque estas se tornariam demasiado
complexas na notac¸a˜o adoptada para as restantes equac¸o˜es.
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Dentro da aproximac¸a˜o pressure-based-solver existem dois modelos diferentes
para resolver as equac¸o˜es. Num, as equac¸o˜es de conservac¸a˜o da quantidade de
movimento e da continuidade sa˜o resolvidas de forma separada, e´ o me´todo
segregado. No outro, o me´todo acoplado, estas equac¸o˜es sa˜o resolvidas em
simultaˆneo. As restantes equac¸o˜es (dos modelos de transfereˆncia de energia,
dos modelos de turbuleˆncia, etc) sa˜o sempre resolvidas de um modo sequencial
(tal como a da quantidade de movimento e da continuidade quando se opta
pelo me´todo segregado). O me´todo acoplado foi o escolhido por permitir uma
convergeˆncia da soluc¸a˜o mais ra´pida, embora tenha o inconveniente de ocupar
muito mais memo´ria (praticamente o dobro) (Fluent, 2006).
O me´todo acoplado requer a escolha de factores de relaxac¸a˜o tanto para
a velocidade como para a pressa˜o e do nu´mero de Courant. Na Tabela 4.1
encontram-se os valores escolhidos para o processo de resoluc¸a˜o das equac¸o˜es,
que tiveram de ser ajustados devido a dificuldades apresentadas na convergeˆncia
da soluc¸a˜o.
Courant Velocidade Pressa˜o
Energia cine´tica Taxa de Viscosidade
turbulenta dissipac¸a˜o turbulenta
20 0.25 0.25 0.8 0.8 1
Tabela 4.1: Valores do nu´mero de Courant e dos factores de relaxac¸a˜o utilizados ao
longo do processo iterativo
Como ja´ referido, o Fluent recorre, independentemente da aproximac¸a˜o es-
colhida, ao me´todo dos volumes finitos. O me´todo dos volumes finitos requer
que o domı´nio de ca´lculo esteja dividido em pequenos volumes de controlo, ao
conjunto dos quais se da´ o nome de malha (ver o Capı´tulo 3). As equac¸o˜es
diferenciais de transporte, descritas nas secc¸o˜es anteriores, sa˜o integradas para
cada elemento de volume (volume de controlo) resultando, numa forma geral,
na equac¸a˜o (4.11). As quantidades transportadas sa˜o armazenadas no centro´ide
de cada elemento. Uma das grandes vantagens deste me´todo reside no facto
de na˜o apresentar problemas de convergeˆncia. O MVF garante que, para cada








ρφv · n dA =
∮




em que φ e´ a quantidade escalar transportada calculada no centro´ide de cada
ce´lula, Γφ e´ coeficiente de difusa˜o da quantidade φ e Sφ e´ a fonte da mesma
quantidade por unidade de volume (Fluent, 2006).
Como todos os casos tratados sera˜o em regime permanente, pode-se eliminar
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em (4.11) os termos dependentes do tempos, ficando:
∮
ρφv · n dA =
∮












Γφ f∇φ f · A f + Sφ f V (4.13)
em que N f aces e´ o nu´mero de faces do elemento de volume e f e´ o ı´ndice de cada
face (Fluent, 2006).
Como ja´ foi mencionado, a quantidade φ e´ calculada no centro´ide de cada
elemento. Contudo, a resoluc¸a˜o da equac¸a˜o (4.13) requer o conhecimento de φ f
nas fronteiras dos elementos. Estes valores sa˜o calculados por interpolac¸a˜o dos
φ’s das ce´lulas vizinhas segundo um de va´rios esquemas disponı´veis. O Fluent
disponibiliza quatro tipos de interpolac¸a˜o para as quantidades forc¸as ma´ssicas,
energia cine´tica turbulenta e taxa de dissipac¸a˜o de energia que sa˜o: first-order upwind,
second-order upwind, power law e QUICK. Foi escolhido o QUICK para todas essas
quantidades (ver Tabela 4.2). Na verdade, o esquema QUICK so´ se aplica a ma-
lhas estruturadas e quando se recorre a malhas hı´bridas, como e´ o caso, o Fluent
aplica o me´todo QUICK apenas a` parte da malha estruturada e aplica o me´todo
second-order upwind a` parte da malha na˜o estruturada. O me´todo second-order
upwind e´ uma interpolac¸a˜o de primeira ordem (linear)2, em que o gradiente e´
calculado com base nos dois elementos a montante no escoamento (elementos
que esta˜o na direcc¸a˜o oposta do vector velocidade). O me´todo QUICK e´ re-
comendado para escoamentos em rotac¸a˜o e consiste numa ponderac¸a˜o entre o
me´todo de segunda ordem upwind, ja´ explicado, e um me´todo de interpolac¸a˜o
centrada, em que o gradiente e´ calculado com base nos elementos adjacentes
que partilham a face em questa˜o (estes gradientes podem, por sua vez, ser cal-
culados de diferentes formas, como se vera´ adiante). Para interpolar a pressa˜o, o
Fluent disponibiliza os esquemas: standard, linear, second order, body force weighted
e PRESTO!. Foi utilizado o PRESTO! que tambe´m e´ o esquema recomendado
para escoamentos em rotac¸a˜o. Ja´ os termos de difusividade Γ f sa˜o sempre obti-
dos recorrendo a me´todos de segunda ordem (Fluent, 2006).
As interpolac¸o˜es de primeira ordem fazem-se com recurso ao gradiente ∇φ
(ver equac¸a˜o (4.14)) para cujo ca´lculo o Fluent tambe´m disponibiliza treˆs varian-
2Quando se refere a ordem de um me´todo nume´rico refere-se a ordem do erro que lhe esta´ associado.
Como tal, uma interpolac¸a˜o de primeira ordem, uma vez que tem um erro associado de segunda ordem, e´
considerado um me´todo de segunda ordem.
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Pressa˜o
Forc¸as Energia cine´tica Taxa de dissipac¸a˜o
ma´ssicas turbulenta de energia
Esquema de PRESTO! QUICK QUICK QUICK
discretizac¸a˜o
Tabela 4.2: Esquemas de discretizac¸a˜o utilizados nos ca´lculos nume´ricos
tes: Green-Gauss Cell-Based, Green-Gauss Node-Based e Least Squares Cell-Based.
φ f = φ+∇φ · r (4.14)
r e´ o vector posic¸a˜o que une o centro´ide do volume ao centro´ide da face f (Flu-
ent, 2006).
Escolheu-se o me´todo Green-Gauss Node-Based que permite obter resultados
mais realistas e que, para calcular o gradiente da ce´lula c0 (∇φ)c0 , recorre a`




φ¯ f A f








onde, por sua vez, N f e´ o nu´mero de no´s que conte´m a face e φn e´ a me´dia dos
valores das ce´lulas que rodeiam o no´.
4.3 Ana´lise do escoamento no rotor
Figura 4.1: Triaˆngulos de velocidades a` entrada (esquerda) e a` saı´da (direita) do rotor
(Falca˜o et al., 2013b)
Na Figura 4.1 esta˜o representados os triaˆngulos de velocidades a` entrada (1)
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e a` saı´da (2) do rotor. O vector u representa a velocidade de transporte a` entrada
(1) e a` saı´da (2) do rotor, que e´ igual devido a` simetria do rotor, e tem como
norma U dada por:
U = Ω R (4.15)
em que Ω e´ a norma do vector velocidade de rotac¸a˜o do rotor, em radianos por
unidade de tempo, e R e´ o raio exterior do rotor da turbina.
O vector v, de norma V, representa a velocidade absoluta do fluido a` en-
trada (1) e a` saı´da (2) do rotor e α e´ o aˆngulo entre a sua componente total e a
sua componente tangencial. Este vector e´ determinado pelas caracterı´sticas do
estator (aˆngulo de deflexa˜o) e pelo caudal admitido. O caudal admitido deter-
mina a velocidade perpendicular a` secc¸a˜o de entrada no rotor que, neste caso,
vai coincidir com a velocidade radial, representada por Vm que, por motivos de
conservac¸a˜o de caudal, de simetria do rotor e de incompressibilidade do fluido,
e´ uma quantidade que e´ igual a` entrada (1) e a` saı´da (2). Ja´ a velocidade abso-
luta V e´ diferente a` entrada (1) e a` saı´da (2) e, em condic¸o˜es de funcionamento
ideais devera´ coincidir com Vm a` saı´da (2) (α2 = 90◦) por forma a minimizar a
energia cine´tica do escoamento a` saı´da. Esta situac¸a˜o corresponde a`quela que e´
representada na Figura 4.2.
Figura 4.2: Triaˆngulos de velocidades a` entrada (esquerda) e a` saı´da (direita) do rotor
em condic¸o˜es nominais (Falca˜o et al., 2013b)






Q = φΩD3 (4.17)






em que A e´ a a´rea da secc¸a˜o de entrada do rotor dada por:
A = pi D b (4.19)








O vector w, de norma W, representa a velocidade relativa do fluido em
relac¸a˜o ao rotor que e´ dada por:
w = v− u (4.21)
β e´, portanto, o aˆngulo entre a componente total da velocidade relativa e a
direcc¸a˜o tangencial. Uma vez que o rotor e´ sime´trico, tanto β como W va˜o ser
iguais a` entrada (1) e a` saı´da (2).
Nas condic¸o˜es de funcionamento nominais, a entrada do fluido no rotor
dever-se-a´ dar sem incideˆncia pelo que o aˆngulo β do fluido devera´ coincidir com
o aˆngulo β′ da pa´ (aˆngulo que a linha me´dia da pa´ faz com a direcc¸a˜o tangencial).
Devera´, portanto, haver uma relac¸a˜o entre β′ e α1 que permita que tal acontec¸a e
a escolha de um dos aˆngulos devera´ ser feita em func¸a˜o do outro. Por outro lado,
e´ pretendido que, na situac¸a˜o de caudal nominal, a velocidade absoluta de saı´da
do fluido seja radial, por forma a minimizar a sua energia cine´tica. Desta forma,
consegue-se maximizar o rendimento neste ponto, que corresponde a` situac¸a˜o
ilustrada na Figura 4.2. Observando os triaˆngulos de velocidades dessa figura,
sabe-se, pelo triaˆngulo da saı´da, que Vm = tan β′U e que W cos β′ = U e, pelo
triaˆngulo da entrada, que Vm = tan α1 (U +W cos β′) = tan α1 (2 U). Conclui-se
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Da equac¸a˜o de Euler para os turboma´quinas, pode-se escrever (Falca˜o et al.,
2013b):
E = Ω R Vm (cot α2 − cot α1) = Ω R Vm (cot β2 + cot β1) (4.24)
Tal como nos outros tipos de escoamentos, o escoamento que se da´ numa










A geometria de partida escolhida foi baseada, como referido na secc¸a˜o 2.1, no
trabalho de P. Nunes que deu origem a um modelo experimental construı´do
pelo Instituto Superior Te´cnico, descrito em (Falca˜o et al., 2013a).
Esta tem uma distaˆncia entre o cubo e a caixa exterior a` entrada e a` saı´da
de b = 0.22 R, 7 pa´s com uma espessura constante de t = 0.015 R e um aˆngulo
entre estas e a direcc¸a˜o circunferencial β′ = 40◦. No caso do presente trabalho
b = 0.20 R, a espessura das pa´s na˜o e´ constante, tendo um valor ma´ximo de
t = 0.030 R, e procurou-se que β′ = 40◦. Na˜o e´ possı´vel, pela forma como a
geometria da secc¸a˜o me´dia da pa´ foi definida no Capı´tulo 2, garantir o aˆngulo
β′ e´ bem definido uma vez que este e´ func¸a˜o de θ (cuja relac¸a˜o com o comple-
mentar de β′, γ′, e´ dada pela expressa˜o (2.42)), sendo, esse sim, um paraˆmetro
de entrada na definic¸a˜o da geometria. Tambe´m se comec¸ou com 7 pa´s.
Da geometria gerada no Capı´tulo 2 resultam 38 paraˆmetros susceptı´veis de
optimizac¸a˜o (6 na definic¸a˜o do cubo, 6 na definic¸a˜o da caixa exterior, 12 na
definic¸a˜o das duas linhas me´dias e 14 na definic¸a˜o das func¸o˜es de distribuic¸a˜o
Capı´tulo 4. Modelac¸a˜o Nume´rica 65
de espessura das duas linhas me´dias) e mais um secunda´rio que e´ o nu´mero de
pa´s. Apenas o nu´mero de pa´s sera´ alvo de alterac¸o˜es ao longo do trabalho.
4.5 Condic¸o˜es de projecto
Para as propriedades do ar foram adoptados, para todo o trabalho, os valores
padra˜o de:
• ρ = 1.225 kg/m3;
• µ = 1.7894× 10−5 kg/(m·s);
• p0 = 101325 Pa.
O raio exterior do rotor R foi utilizado como varia´vel adimensionalizadora,
tendo-se tomado o valor de R = 1 m para os ca´lculos efectuados, uma vez que
estes exigem distaˆncias dimensionais.
Pretende-se que a turbina a ser desenvolvida trabalhe com um nu´mero de
Reynolds de 2.02× 106. Este valor foi obtido por Nunes (2011) e e´ representativo
de uma turbina a` escala real, com D = 1.5 m e Ω = 500 rpm. Desenvolvendo




≈ 29.5 rad/s ≈ 282 rpm
Substituindo em (4.15), vem:
U = 29.5 m/s
Uma vez que se parte de uma geometria com um β′ ≈ 40◦ vai-se fixar um
aˆngulo α1 que permita o funcionamento do rotor em condic¸o˜es nominais, isto e´,
que permita a entrada do escoamento no rotor alinhado com as suas pa´s e que
e´ dado por (4.22):
α1 = 22.76◦
Este valor de α1 e´, de resto, o valor que tem sido tomado como refereˆncia
para a entrada na turbina biradial e tem sido utilizado na optimizac¸a˜o das pa´s
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directrizes. Sera´, portanto, adoptado como condic¸a˜o de projecto.
Com U e α1 fixos, os triaˆngulos de velocidades ficam fixados quando se impo˜e
um caudal (que vai determinar Vm) (ver Figura 4.1). Tem-se, portanto, neste mo-
mento, todas as condic¸o˜es para calcular a curva de rendimento do rotor em
func¸a˜o do caudal.
A velocidade radial a` entrada do rotor para condic¸o˜es de funcionamento
nominais e´ dada por:
Vm = 2 U tan α1 = 24.75 m/s
a` qual corresponde uma velocidade total absoluta de (ver (4.23)):
V1 = 63.98 m/s





A partir do qual, fazendo uso de (4.17), se pode calcular o caudal nominal:
Q = 31.1 m3/s (4.27)
4.6 Definic¸a˜o das condic¸o˜es de fronteira
O domı´nio do rotor esta´ solida´rio com um referencial na˜o inercial, com uma
velocidade de rotac¸a˜o ideˆntica a` velocidade de rotac¸a˜o do rotor definida como
condic¸a˜o de projecto, Ω = 282 rpm, de modo a tornar o problema permanente.
O cubo, a caixa exterior e a pa´ rodam com o referencial e as suas superfı´cies
foram consideradas paredes (Wall) sem escorregamento.
A` entrada do domı´nio foi imposta uma condic¸a˜o de velocidade, velocity inlet.
Para isso, definiu-se o aˆngulo α1, fixado em α1 = 22.76◦ a` entrada do rotor, e
a velocidade absoluta de entrada no domı´nio V1d . A entrada do domı´nio na˜o
coincide com a entrada no rotor uma vez que este teve de ser prolongado (ver
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o Capı´tulo 3) por forma a serem detectadas as perturbac¸o˜es introduzidas pela
turbina a montante desta ja´ que se trata de um escoamento subso´nico (as ondas
de pressa˜o propagam-se mais depressa do que o fluido). Contudo, o aˆngulo α1
mante´m-se constante entre a entrada do domı´nio e a entrada do rotor. A relac¸a˜o
entre as velocidades radiais na entrada do domı´nio (d) e na entrada do rotor
pode ser obtida por conservac¸a˜o de caudal:




Foi escolhido o valor
Dd
D = 2 uma vez que este se revelou satisfato´rio aquando





Como o caudal e´ imposto atrave´s de φ, apenas e´ conhecida a componente
radial da velocidade a` entrada do rotor Vm (que e´ calculada a partir de φ re-
correndo a` expressa˜o (4.20)). A componente total e´ calculada pela relac¸a˜o que








que, desenvolvendo e recorrendo a (4.20), e´ possı´vel definir em ordem a φ:
V1d =
φΩD2
2pi b sin α1
(4.31)
As quantidades turbulentas foram definidas em termos de intensidade de
turbuleˆncia e do diaˆmetro hidra´ulico e mantidas constantes para todos os casos.





em que A e P sa˜o, respectivamente, a a´rea e o perı´metro da secc¸a˜o de entrada
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do rotor. Desenvolvendo, vem:
Dh =
4pi D b
2 (pi D + b)
(4.33)
e substituindo pelos valores da geometria inicial obte´m-se:
Dh = 0.388 m (4.34)
Para a intensidade de turbuleˆncia foi arbitrado um valor de 3% que se consi-
derou apropriado em simulac¸o˜es anteriores (Nunes, 2011).
A` saı´da foi imposta uma condic¸a˜o de fronteira de pressa˜o relativa nula, pres-
sure outlet. A saı´da do domı´nio tambe´m na˜o coincide com a saı´da do rotor uma
vez que este tem de ser prolongado (ver Capı´tulo 3) por forma a serem detec-
tadas as perturbac¸o˜es introduzidas pela turbina a jusante desta. Foi tambe´m
necessa´rio definir as quantidades turbulentas tendo-se definido, tal como na
entrada, o diaˆmetro hidra´ulico e a intensidade de turbuleˆncia. O diaˆmetro
hidra´ulico e´ ideˆntico ao da entrada e e´ dado por (4.33). Para a intensidade
de turbuleˆncia foi arbitrado um valor de 10% tal como em simulac¸o˜es anteriores
(Nunes, 2011).
Lateralmente, o domı´nio e´ delimitado por um par de superfı´cies perio´dicas




Neste capı´tulo pretende-se efectuar alguns ca´lculos recorrendo a` malha gerada e
a` modelac¸a˜o do escoamento que foi efectuada, retirando-se algumas concluso˜es,
nomeadamente determinando o nu´mero de pa´s indicado para prosseguir com
uma eventual optimizac¸a˜o da geometria do rotor. E´ claro que o nu´mero de pa´s
determinado devera´ ser sempre verificado uma vez alterada a geometria do ro-
tor, ja´ que, para uma geometria diferente, o nu´mero de pa´s indicado podera´
ser diferente. Contudo, a optimizac¸a˜o propriamente dita da geometria do rotor
ultrapassa o aˆmbito deste trabalho e o nu´mero de pa´s indicado sera´ para a geo-
metria de partida. Uma vez determinado o nu´mero de pa´s, sera´ efectuada uma
ana´lise ao escoamento para diferentes caudais mantendo o nu´mero de pa´s e a
sua geometria constante.
Como ja´ referido, todos os ca´lculos do escoamento foram efectuados recor-
rendo ao software comercial Fluent.
5.2 Ana´lise nume´rica
Na Tabela 5.1 apresentam-se as caracterı´sticas das malhas geradas. Foram ge-
radas 4 malhas: duas malhas para 7 pa´s (uma delas mais refinada do que as
restantes), uma para 11 pa´s e uma para 15 pa´s.
N◦ de pa´s N◦ de elementos N◦ de faces N◦ de no´s Memo´ria [Mb]
Malha 1 7 1 742 681 4 167 216 791 548 1369
Malha 2 7 924 130 2 071 647 327 941 692
Malha 3 11 699 600 1 578 578 261 771 527
Malha 4 15 560 967 1 280 271 224 161 432
Tabela 5.1: Dimensa˜o das malhas geradas
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5.2.1 Verificac¸a˜o dos valores do paraˆmetro y+
Como ja´ foi referido, o paraˆmetro y+ (definido na equac¸a˜o (3.1)) e´ de fundamen-
tal importaˆncia quando se modela um escoamento turbulento.
O valor de y+ foi, numa primeira fase, mantido abaixo de 1, tal como reque-
rido no modelo de turbuleˆncia utilizado, o modelo k − ω SST, como se pode
ver na Figura 5.1 em que e´ representado o valor deste paraˆmetro para a parede
da pa´ para a simulac¸a˜o da turbina com 7 pa´s e um φ de 0.08. No entanto, a
malha revelou-se excessivamente refinada e, consequentemente, pesada ao nı´vel
da memo´ria utilizada e do tempo de ca´lculo exigido, pelo que se fizeram os res-
tantes ca´lculos com malhas menos refinadas em que apenas se garantiu que o
valor de y+ era mantido abaixo de 5, como aceita´vel pelo modelo de turbuleˆncia,
e como se pode ver na Figura 5.2 e na Figura 5.3.
Figura 5.1: Valores do y+ para a pa´ no caso com 7 pa´s e φ de 0.08 para a malha mais
refinada
Figura 5.2: Valores do y+ para a pa´ no caso com 15 pa´s e φ de 0.08
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Figura 5.3: Valores do y+ para o cubo no caso com 15 pa´s e φ de 0.08
5.2.2 Crite´rios de convergeˆncia
Para todos os casos foi considerado que a soluc¸a˜o tinha convergido quando os
resı´duos atingissem valores da ordem de 10−5 e quando algumas quantidades
integrais de refereˆncia tivessem estabilizado nos valores pretendidos, nomea-
damente a pressa˜o e o caudal a` saı´da. Relembra-se que o caudal foi imposto
indirectamente a` entrada, tendo-se definido a velocidade, e a pressa˜o a` saı´da foi
imposta.
Resı´duos
O resı´duo total de cada quantidade e´ definido pela soma dos resı´duos em todos
os elementos do domı´nio adimensionalizada por uma varia´vel integral dessa
mesma quantidade.
Figura 5.4: Resı´duos para o caso com 7 pa´s, φ de 0.08 e malha mais refinada (malha 1)
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Figura 5.5: Resı´duos para o caso com 11 pa´s, φ de 0.08 (malha 3)
Em quase todos os casos foi possı´vel atingir resı´duos abaixo de 10−6 para
todas as quantidades excepto para a energia cine´tica de turbuleˆncia (k), que ge-
ralmente estabilizou em 10−4.
Paraˆmetros integrais do escoamento
O processo iterativo nunca foi interrompido antes da estabilizac¸a˜o dos paraˆmetros
integrais de refereˆncia nos valores pretendidos. Tal nunca poderia deixar de
acontecer uma vez que, por exemplo, a conservac¸a˜o do caudal entre a entrada
e a saı´da do domı´nio e´ condic¸a˜o indispensa´vel, se bem que na˜o suficiente, para
haver continuidade. Na Figura 5.6 e na Figura 5.7 apresentam-se, respectiva-
mente, a evoluc¸a˜o do caudal e da pressa˜o esta´tica a` saı´da do domı´nio para as
u´ltimas iterac¸o˜es de um dos casos calculados.
Figura 5.6: Caudal a` saı´da para o caso com 11 pa´s e φ de 0.08 (malha 3)
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Figura 5.7: Pressa˜o a` saı´da para o caso com 11 pa´s e φ de 0.08 (malha 3)
Como se pode ver pelas figuras supra mencionadas, estas quantidades esta˜o
completamente estabilizadas.
5.3 Escolha do nu´mero de pa´s
Numa primeira fase foram trac¸adas curvas de rendimento, partindo da geome-
tria inicial, para diferentes nu´meros de pa´s. Desta forma sera´ possı´vel saber qual
o nu´mero de pa´s com o qual valera´ a pena, em trabalhos futuros, desenvolver a
turbina.
Antes de mais, e´ importante ter em considerac¸a˜o que um maior nu´mero de
pa´s tem como principal vantagem um melhor guiamento do escoamento. Con-
tudo, este aumento provoca mais perdas viscosas, uma vez que a a´rea de parede
em contacto com o escoamento vai aumentar, e provoca tambe´m um aumento
da obstruc¸a˜o a` entrada do rotor. Esta maior obstruc¸a˜o provoca, por sua vez, um
aumento da velocidade me´dia do escoamento (ja´ que diminui a secc¸a˜o de passa-
gem para um mesmo caudal) que tambe´m contribui para o aumento das perdas
viscosas. E´ pela combinac¸a˜o destes dois efeitos que se pressupo˜e a existeˆncia de
um nu´mero de pa´s o´ptimo que provoque um melhor rendimento do rotor.
O rendimento do rotor da turbina e´, como para qualquer conversor de ener-
gia, definido pelo ra´cio entre a poteˆncia extraı´da e a poteˆncia introduzida no
sistema. E´, por outras palavras e para este caso, o ra´cio entre a poteˆncia produ-





em que Ω [rad/s] e´ a velocidade de rotac¸a˜o do rotor, T [Nm] e´ o bina´rio no veio,
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∆p [Pa] e´ a diferenc¸a entre a pressa˜o total a` entrada e a` saı´da e Q [m3/s] e´ o
caudal que atravessa a turbina.
Figura 5.8: Curvas de rendimento para diferentes nu´meros de pa´s
Como se pode ver na Figura 5.8, o nu´mero de pa´s que provocou um melhor
rendimento do rotor para a sua geometria inicial foi de 11. Para este nu´mero de
pa´s, o rendimento foi superior para todos os coeficientes de caudal (φ) com a
excepc¸a˜o de φ = 0.25. Contudo, como se pode ver na Figura 5.9, para este coefi-
ciente de caudal o escoamento ja´ apresenta velocidades, nalgumas zonas, em que
os efeitos de compressibilidade comec¸am a na˜o ser despreza´veis (velocidades na
ordem dos 120 m/s), pelo que existira˜o erros de modelac¸a˜o mais acentuados
uma vez que foi utilizado um modelo para escoamento incompressı´vel. Por ou-
tro lado, e´ tambe´m verdade que, depois do ponto de rendimento ma´ximo, o
declive da curva e´ maior quando o nu´mero de pa´s e´ menor, facto para o qual se
apresentara´ uma justificac¸a˜o na secc¸a˜o 5.4.
A ana´lise dos resultados obtidos dividir-se-a´ em duas partes. Primeiro sera˜o
analisados para o mesmo coeficiente de caudal, os escoamentos com os dife-
rentes nu´meros de pa´s no rotor. Em seguida, sera´ efectuada uma ana´lise mais
aprofundada para os resultados obtidos para o nu´mero de pa´s que revelou um
melhor rendimento.
Para perceber melhor os motivos do melhor rendimento obtido com 11 pa´s,
apresentam-se, na Figura 5.10, na Figura 5.11 e na Figura 5.12, os campos de
velocidades, para os treˆs nu´meros de pa´s simulados, na zona perto da fronteira
perio´dica (na zona do escoamento entre duas pa´s, portanto), para uma distaˆncia
Capı´tulo 5. Resultados 75
Figura 5.9: Velocidade na fronteira perio´dica para 11 pa´ e φ = 0.25
adimensional entre a caixa exterior e o cubo de 0.5 (no nu´cleo do escoamento), a`
saı´da da pa´ e para φ = 0.8. Embora este na˜o seja o ponto de melhor rendimento
para 11 e 15 pa´s, e´ aquele em que, numa zona de rendimento ja´ alto, os rendi-
mentos para os treˆs nu´meros de pa´s diferentes se aproximam mais.
Figura 5.10: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 7 pa´s
Nestas treˆs figuras pode-se observar o efeito que a falta de guiamento tem
no escoamento a` saı´da do rotor. Na Figura 5.10 pode-se verificar, na zona em
destaque, que existe uma deflexa˜o do escoamento a` saı´da que se traduz num
aumento da componente tangencial deste e numa consequente diminuic¸a˜o do
rendimento. Embora de forma muito mais te´nue, tambe´m se verifica este efeito
no caso com 11 pa´s, na Figura 5.11. Este efeito pode tambe´m ser verificado com-
parando a Figura 5.13, a Figura 5.14 e a Figura 5.15, onde se representa a mag-
nitude da componente tangencial da velocidade relativa na fronteira perio´dica
do domı´nio para os treˆs casos, em que a u´nica diferenc¸a e´ o nu´mero de pa´s.
Confirma-se aquilo que ja´ se podia depreender das figuras anteriores. Existe
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Figura 5.11: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s
Figura 5.12: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 15 pa´s
um problema no guiamento do escoamento a` saı´da do rotor, sobretudo evidente
com 7 pa´s, e que vai prejudicar o seu rendimento.
Para se analisar o aumento das perdas viscosas resultantes de uma maior a´rea
de superfı´cie de parede presente no escoamento, recorreu-se a` ferramenta que
o Fluent disponibiliza e que permite calcular quantidades integradas ao longo
de uma superfı´cie, denominada surface integrals. Para uma maior precisa˜o, em
vez de utilizar o valor armazenado no centro´ide da ce´lula, o Fluent utiliza a
quantidade a integrar interpolada (ou, neste caso, extrapolada) para a superfı´cie
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em que i e´ o ı´ndice de cada uma das faces dos elementos que pertencem a` su-
perfı´cie e φ e´ a quantidade a integrar.
Na Tabela 5.2 apresentam-se os resultados dos integrais das tenso˜es de corte
estendidos a` a´rea da superfı´cie das pa´, cujo resultado e´ uma forc¸a de resisteˆncia
ao escoamento e que se vai traduzir numa perda.
7 pa´s 11 pa´s 15 pa´s
Forc¸a de corte por pa´ [N] 1.34 1.32 1.39
Forc¸a de corte total [N] 9.35 14.54 20.88
Tabela 5.2: Forc¸as de corte nas superfı´cies das pa´s para os diferentes nu´meros de pa´s
Veˆ-se que a forc¸a de corte produzida em cada pa´ mante´m-se praticamente
constante mas, aumentando o nu´mero de pa´s aumenta a forc¸a total e as conse-
quentes perdas. Isto vem confirmar aquilo que se supunha em relac¸a˜o ao au-
mento das perdas com o aumento do nu´mero de pa´s que, a partir de certo ponto,
deixa de compensar o melhor guiamento do escoamento. Neste caso, este efeito
comec¸a a fazer-se sentir a partir das 15 pa´s. Com 11 pa´s, embora, como se viu,
o escoamento na˜o saia perfeitamente guiado e haja perdas por fricc¸a˜o maiores
do que com 7 pa´s, atinge-se uma soluc¸a˜o de compromisso que corresponde a`
melhor soluc¸a˜o para a geometria modelizada, em que o melhor guiamento do
escoamento, em relac¸a˜o a` configurac¸a˜o com 7 pa´s, compensa o aumento das
perdas viscosas e em que o pior guiamento, em relac¸a˜o a` configurac¸a˜o com 15
pa´s, e´ compensado por menores perdas viscosas.
Figura 5.13: Contornos da componente tangencial da velocidade relativa na superfı´cie
perio´dica do rotor com 7 pa´s
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Figura 5.14: Contornos da componente tangencial da velocidade relativa na superfı´cie
perio´dica do rotor com 11 pa´s
Figura 5.15: Contornos da componente tangencial da velocidade relativa na superfı´cie
perio´dica do rotor com 15 pa´s
5.4 Ana´lise do escoamento para 11 pa´s
No Apeˆndice 6 encontra-se representada uma se´rie de figuras relativas ao esco-
amento no rotor com 11 pa´s e que ajudara˜o a melhor interpretar a sua curva de
rendimento. Analisando a curva de rendimento do rotor para 11 pa´s, a primeira
observac¸a˜o a fazer e´ que o seu ponto de rendimento ma´ximo na˜o coincide com
o ponto de funcionamento de projecto. Isto na˜o corresponde a uma situac¸a˜o
completamente estranha e ate´ e´ expecta´vel. E´ comum, nas turboma´quinas, que
o rendimento ma´ximo ocorra quando o caudal e´ inferior ao de projecto (Falca˜o,
2005). Isso acontece porque, com um caudal ligeiramente inferior, consegue-se
que o escoamento entre na mesma sem separac¸a˜o ao mesmo tempo que as per-
das por atrito sa˜o menores, porque a velocidade me´dia do escoamento e´ mais
baixa. Contudo, a diferenc¸a na˜o costuma ser ta˜o acentuada como neste caso.
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Vai-se tentar perceber os motivos.
Antes de mais, ir-se-a´ tentar perceber o que e´ que motiva o comportamento
da curva de rendimento entre o ponto de rendimento ma´ximo e o ponto de
caudal ma´ximo, tentando perceber o motivo de o declive ser maior quando o
nu´mero de pa´s aumenta. O ponto de rendimento ma´ximo ocorre para φ = 0.1.
Comparando este ponto com o ponto de caudal superior modelizado, φ = 0.25,
atrave´s da Figura 5 e da Figura 10, conclui-se que, em ambos os casos, o esco-
amento e´ bastante uniforme a` entrada e que, no caso do rendimento ma´ximo
(φ = 0.1), tambe´m e´ razoavelmente uniforme a` saı´da. Ja´ no caso do caudal
ma´ximo, o escoamento apresenta, a` saı´da, velocidades junto a` superfı´cie do cubo
muito superiores a`s que apresenta junto a` superfı´cie da caixa exterior, existindo,
ate´, separac¸a˜o do escoamento, como pode ser confirmado pela ana´lise da Figura
5.16.
Figura 5.16: Pormenor da velocidade relativa a` saı´da na superfı´cie perio´dica do rotor
com 11 pa´s e φ = 0.25
A separac¸a˜o do escoamento na superfı´cie da caixa exterior resulta do gradi-
ente de pressa˜o desfavora´vel que e´ gerado pela desacelerac¸a˜o do fluido depois
de passar o ponto me´dio do canal (no plano de simetria). Seria conveniente,
para tentar minimizar este efeito, uma diminuic¸a˜o da distaˆncia entre o cubo e a
caixa exterior a` saı´da do rotor. Contudo, uma vez que o escoamento e´ bidirec-
cional e o rotor sime´trico, esta alterac¸a˜o teria de ser aplicada tambe´m a` entrada.
Enquanto o seu efeito a` saı´da seria positivo, uma vez que criaria um gradiente
de pressa˜o favora´vel que dificultaria a separac¸a˜o, seria negativo a` entrada ja´ que
criaria um gradiente de pressa˜o adverso que promoveria a separac¸a˜o. Isto leva a
crer que, mais uma vez, podera´ aqui ser encontrado um ponto de compromisso
o´ptimo.
Ja´ na zona da pa´, como pode ser visto na Figura 40, o escoamento sai bas-
tante alinhado, se bem que com velocidade na˜o uniforme (como tambe´m pode
ser confirmado pela Figura 50), e apenas separa ligeiramente no bordo de fuga.
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φ 0.05 0.06 0.07 0.08 0.1 0.1125 0.132 0.15 0.175 0.25
Forc¸a de corte
0.95 0.96 1.11 1.32 1.97 2.44 3.26 4.20 5.75 13.66
por pa´ [N]
Forc¸a de corte
10.5 10.6 12.2 14.5 21.7 26.8 35.9 46.2 63.2 150.3
total [N]
Tabela 5.3: Forc¸as de corte nas superfı´cies das pa´s, para 11 pa´s e diferentes φ’s
Figura 5.17: Gra´fico da forc¸a de corte na pa´ em func¸a˜o de φ
A` entrada (Figura 30) o escoamento separa no extradorso, provocando perdas
adicionais. Contudo, como se pode verificar na Tabela 5.3 e na Figura 5.17, as
perdas viscosas variam com o quadrado do caudal e entre estes dois pontos ha´
um predomı´nio das perdas viscosas sobre as perdas de incideˆncia, embora para
φ = 0.25 as perdas por incideˆncia e por separac¸a˜o tambe´m ja´ se fac¸am sentir.
Na Figura 25 e na Figura 27 esta´ representado o campo de velocidades a`
entrada, numa superfı´cie situada entre a do cubo e da caixa exterior, para o
ponto de rendimento ma´ximo (φ = 0.1) e para o ponto de caudal de projecto
(φ = 0.132), respectivamente. Como se pode ver, existe alguma incideˆncia do
escoamento na pa´ quando o caudal e´ o de projecto, enquanto quando φ = 0.1
na˜o existe quase incideˆncia. A incideˆncia e´ mı´nima para um caudal inferior ao
caudal de projecto.
Ao entrar no rotor, ha´ uma deflexa˜o local provocada pela forc¸a de Corio-
lis que, quando o fluido se aproxima do centro de rotac¸a˜o, actua no sentido
da rotac¸a˜o e, quando o fluido se afasta do centro de rotac¸a˜o, actua no sentido
inverso desta. Relembra-se que a forc¸a de Coriolis tem uma direcc¸a˜o sempre per-
pendicular a` velocidade pelo que apenas actua na sua direcc¸a˜o. A pa´, por sua
vez, tem uma deflexa˜o que diminui com a aproximac¸a˜o ao centro e que aumenta
com o afastamento deste. Isto faz com que, a` entrada (sentido da aproximac¸a˜o
ao centro de rotac¸a˜o), haja uma sobreposic¸a˜o de dois efeitos opostos. Para con-
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tornar a pa´, o fluido e´ obrigado a deflectir a sua velocidade no sentido oposto
ao da rotac¸a˜o ao mesmo tempo que sofre uma acelerac¸a˜o no sentido oposto,
provocada pela forc¸a de Coriolis. A deflexa˜o em torno da pa´ e´ provocada pelo
gradiente de pressa˜o entre duas pa´s (ha´ uma maior pressa˜o no intradorso do que
no extradorso, como se pode ver pelas figuras da secc¸a˜o .2 do Apeˆndice 6). Exis-
tem, pois, dois motivos que justificam o facto de o ponto de rendimento ma´ximo
se situar ta˜o desviado do caudal de projecto para a esquerda, nomeadamente as
menores perdas viscosas (ver a Tabela 5.3 e a Figura 5.17) e a menor incideˆncia
do escoamento na pa´, explicada pela sobreposic¸a˜o de efeitos mencionada. Na
saı´da, o escoamento esta´, em ambos os casos, bem alinhado, como se pode ver
pela Figura 35 e pela Figura 37, e ate´ bastante uniforme, como se pode ver pela
Figura 45 e pela Figura 47. Nesta zona, a forc¸a de Coriolis tem o mesmo sentido
que a forc¸a resultante do gradiente de pressa˜o entre as pa´s.
Quando o coeficiente de caudal e´ baixo, as perdas por incideˆncia a` entrada
comec¸am a ser dominantes. Como se pode ver pela Figura 21, o escoamento
entra com uma incideˆncia muito grande e a zona de separac¸a˜o do escoamento
estende-se ao longo de uma distaˆncia considera´vel no intradorso. A` saı´da, o es-
coamento na˜o esta´ completamente alinhado (Figura 31 e Figura 41) embora na˜o
seja problema´tico. Neste ponto de funcionamento, ha´ um domı´nio das perdas
de incideˆncia e de separac¸a˜o do escoamento sobre as perdas viscosas, princi-
palmente a` entrada. Nesta situac¸a˜o, uma turbina com menos pa´s consegue um
melhor rendimento.
Figura 5.18: Pormenor da velocidade relativa na superfı´cie perio´dica do rotor com 11
pa´s e φ = 0.05 a` entrada
Analisando as figuras da secc¸a˜o .2 do apeˆndice 6, conclui-se que a distribuic¸a˜o
da pressa˜o ao longo da pa´ esta´ longe de ser uniforme. A uniformizac¸a˜o da
distribuic¸a˜o da pressa˜o permitiria aumentar o rendimento do rotor, uma vez
que se atenuariam os gradientes de pressa˜o ao longo do escoamento, o que se
consegue fazer, de forma eficaz, atrave´s da optimizac¸a˜o da distribuic¸a˜o da es-
pessura ao longo das pa´s (Gomes et al., 2012a).
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Por fim, pode-se ver que, pela ana´lise das figuras da secc¸a˜o .5 do apeˆndice 6
que mostram o perfil bidimensional das velocidades relativas a` saı´da do rotor, o
escoamento a` saı´da do rotor e´ muito pouco uniforme. Este facto tera´ inevita´veis
consequeˆncias no desenho do difusor que tera´ um papel de grande importaˆncia
na uniformizac¸a˜o do escoamento e na diminuic¸a˜o da sua energia cine´tica, se se
pretender que a turbina tenha um bom rendimento.
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Concluso˜es
Com este trabalho pretendia-se criar ferramentas para o desenho do rotor de
uma turbina de ar auto-rectificadora que tem vindo a ser desenvolvida no IST
para aproveitamento de energia das ondas atrave´s de CAO.
Foi desenvolvido, com sucesso, um co´digo em Python que permitira´ a optimizac¸a˜o
da turbina biradial. A geometria de todo o rotor e´ definida recorrendo a 38
paraˆmetros de entrada. Uma malha e´ gerada e o ca´lculo do rendimento da tur-
bina e´ efectuado de forma automa´tica.
Partindo-se de uma geometria inicial inspirada na geometria ja´ construı´da no
IST para um modelo experimental (Falca˜o et al., 2013a), determinou-se o nu´mero
ideal de pa´s para uma turbina a` escala real. O resultado a que se chegou, 11 pa´s,
esta´ de acordo com o resultado obtido por P. Nunes, num trabalho realizado
na mesma turbina (Falca˜o et al., 2013b). Analisou-se o escoamento comparando
o seu comportamento para diferentes nu´meros de pa´s, procurando interpretar
os resultados obtidos, e comparando, para um nu´mero fixo de pa´s, o seu com-
portamento para diferentes caudais. Os resultados obtidos sa˜o consistentes em
relac¸a˜o aos obtidos nos demais trabalhos realizados na turbina biradial. Ate´ ao
ponto de rendimento ma´ximo as perdas sa˜o dominadas pela incideˆncia do es-
coamento na pa´. A partir desse ponto as perdas dominantes sa˜o as por atrito
(viscosas) ate´ que se atinge um ponto em que comec¸am a reaparecer perdas por
incideˆncia e por separac¸a˜o. O gerador de malha revelou-se robusto e eficaz,
tendo gerado malhas de boa qualidade e que permitiram obter resultados satis-
fato´rios.
Para uma primeira optimizac¸a˜o sugere-se, desde ja´, uma diminuic¸a˜o da distaˆncia
entre o cubo e a caixa exterior a` saı´da do rotor (e, consequentemente, a` entrada).
Concluiu-se, tambe´m, a grande importaˆncia que tera´ o desenho do difusor por
forma a uniformizar o escoamento a` saı´da que, para caudais acima do caudal de
projecto, e´ extremamente heteroge´neo. Tambe´m se concluiu que a distribuic¸a˜o
de espessura das pa´s da geometria inicial esta´ longe de ser a melhor devido a`
na˜o uniformidade da distribuic¸a˜o da pressa˜o nas superfı´cies das pa´s.
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Para a realizac¸a˜o de trabalhos futuros sugere-se a utilizac¸a˜o do co´digo criado
para proceder a` optimizac¸a˜o do rotor, numa primeira fase, e, numa segunda
fase, da turbina completa, juntando o rotor com o estator e modelando a sua in-
terface. Devera´ ser efectuado um estudo aprofundado da malha e os paraˆmetros
desta devera˜o ser devidamente ajustados. Sugere-se o acoplamento do co´digo
criado a um algoritmo de optimizac¸a˜o por forma a tornar todo o processo au-
toma´tico. Propo˜e-se, tambe´m, que seja feita uma primeira optimizac¸a˜o de um
difusor dada a grande falta de uniformidade do escoamento a` saı´da do rotor,
antes de optimizar a turbina completa.
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Figuras
Sa˜o apresentadas algumas figuras relativas a` ana´lise do escoamento no rotor
com 11 pa´s, para os va´rios coeficientes de caudal modelados.
Nas figuras em que se representam as superfı´cies perio´dicas, e´ apresentado
um par de superfı´cies iguais que delimitam o domı´nio que foi calculado.
Nas figuras em que se representam as superfı´cies das pa´s, tambe´m sa˜o apre-
sentadas duas, sendo que a da esquerda corresponde ao intradorso e a da direita
corresponde ao extradorso.
.1 Velocidade radial nas superfı´cies perio´dicas
Figura 1: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.05
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Figura 2: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.06
Figura 3: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.07
Figura 4: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.08
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Figura 5: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1
Figura 6: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1125
Figura 7: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.132
92 .1. Velocidade radial nas superfı´cies perio´dicas
Figura 8: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.15
Figura 9: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.175
Figura 10: Velocidade radial na superfı´cie perio´dica do rotor com 11 pa´s e φ = 0.25
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.2 Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´
Figura 11: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.05
Figura 12: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.06
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Figura 13: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.07
Figura 14: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.08
Figura 15: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1
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Figura 16: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1125
Figura 17: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.132
Figura 18: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.15
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Figura 19: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.175
Figura 20: Pressa˜o esta´tica na superfı´cie da pa´ do rotor com 11 pa´s e φ = 0.25
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.3 Velocidade relativa a` entrada do rotor
Figura 21: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.05
Figura 22: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.06
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Figura 23: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.07
Figura 24: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.08
Figura 25: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1
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Figura 26: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1125
Figura 27: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.132
Figura 28: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.15
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Figura 29: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.175
Figura 30: Vectores da velocidade relativa a` entrada do rotor com 11 pa´s e φ = 0.25
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.4 Velocidade relativa a` saı´da do rotor
Figura 31: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.05
Figura 32: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.06
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Figura 33: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.07
Figura 34: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.08
Figura 35: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1
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Figura 36: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1125
Figura 37: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.132
Figura 38: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.15
104 .4. Velocidade relativa a` saı´da do rotor
Figura 39: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.175
Figura 40: Vectores da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.25
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.5 Perfis das velocidades relativas na secc¸a˜o de saı´da do rotor
Figura 41: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.05
Figura 42: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.06
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Figura 43: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.07
Figura 44: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.08
Figura 45: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1
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Figura 46: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.1125
Figura 47: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.132
Figura 48: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.15
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Figura 49: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.175
Figura 50: Magnitude da velocidade relativa a` saı´da do rotor com 11 pa´s e φ = 0.25
Co´digos
Apresentam-se alguns dos co´digos mais revelantes do trabalho efectuado.
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110 .6. Me´todo de Newton para o ca´lculo das intersecc¸o˜es
.6 Me´todo de Newton para o ca´lculo das intersecc¸o˜es
def Newton_plan_prof( X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2, z_spline, r_spline, s0):
  u0 = 1.0
  theta0 = math.atan2( Y2, X2 )
  x = numpy.matrix( [ [u0], [s0], [theta0] ] )
  delta_X = X2 - X1
  delta_Y = Y2 - Y1
  delta_Z = Z2 - Z1
  for i in range( 0, 50 ):
    omega = 0.25 if i < 2 else 1.0
    u = x[0,0]
    s = x[1,0]
    theta = x[2,0]
    rs = r_spline.eval( s )
    zs = z_spline.eval( s )
    drs = r_spline.eval_deriv( s )
    dzs = z_spline.eval_deriv( s )
    #---------------------------------------------------------------------------
    f = numpy.matrix(
                [ [ delta_X * u + X1 - rs * math.cos( theta ) ],
                  [ delta_Y * u + Y1 - rs * math.sin( theta ) ],
                  [ delta_Z * u + Z1 - zs] ] )
    Df = numpy.matrix(
                [ [ delta_X, -drs * math.cos(theta),  rs * math.sin(theta) ],
                  [ delta_Y, -drs * math.sin(theta), -rs * math.cos(theta) ],
                  [ delta_Z, -dzs,                    0.0 ] ] )
    Delta = -omega * numpy.linalg.solve( Df, f )
    x += Delta
    #---------------------------------------------------------------------------
    res = math.sqrt( ( Delta[0,0]**2 + Delta[1,0]**2 + Delta[2,0]**2 ) / 3.0 )
    s = x[1,0]
    theta = x[2,0]
    R4 = r_spline.eval( s )
    X4 = R4 * math.cos( theta )
    Y4 = R4 * math.sin( theta )
    Z4 = z_spline.eval( s )
    if res < 1E-12:
      return X4, Y4, Z4, s, R4, theta
  print "NOT converged!!!", res
  print X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2
  exit(1)
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.7 Me´todo da bissecc¸a˜o para a determinac¸a˜o do paraˆmetro s ini-
cial
def Newton_initial_s( Z, vec_s, vec_z ):
  ascnd = ( vec_z[-1] >= vec_z[0] )
  jl = 0
  ju = len( vec_z ) - 1
  while( ju - jl > 1 ):
    jm = ( ju + jl ) / 2
    if ( Z >= vec_z[jm] ) == ascnd:
      jl = jm
    else:
      ju = jm
  return 0.5 * ( vec_s[jl] + vec_s[ju] )
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K_layer      = 1.30
layer_pnts   = 21
nt = 2 #number os camber lines
t_shr = 0 #shroud camber line index
t_hub = nt - 1 #hub camber line index
t_shr_to_hub = arange( 0.0, 1.0 + 1.0 / (nt - 1), 1.0 / (nt - 1) )
#===============================================================================
#point distribution along blade B.L.
#-------------------------------------------------------------------------------
dist_BL = sucessive_ratio2_inc( K_layer, layer_pnts )
#===============================================================================
#read files and create Shroud to Hub interpolators
#-------------------------------------------------------------------------------
n_blade, n_le, x_blade_intp, y_blade_intp, z_blade_intp = blade_sections( alfa_blade, blade_files )
n_mean, x_mean_intp, y_mean_intp, z_mean_intp = blade_camber_line( alfa_blade, mean_line_files )
#===============================================================================
#Create Shroud and Hub blade sections and mean lines lists
#-------------------------------------------------------------------------------
n_te = n_blade - 1
blade_X = zeros( ( nt, n_blade ) )
blade_Y = zeros( ( nt, n_blade ) )
blade_Z = zeros( ( nt, n_blade ) )
mean_X = zeros( ( nt, n_mean ) )
mean_Y = zeros( ( nt, n_mean ) )
mean_Z = zeros( ( nt, n_mean ) )
layer_height = zeros( nt )
for it_sec in range( 0, nt ):
    
    t_sec = t_shr_to_hub[it_sec]
    # interpolate sections
    for i in range( 0, n_blade ):
        blade_X[it_sec,i] = x_blade_intp[i]( t_sec )
        blade_Y[it_sec,i] = y_blade_intp[i]( t_sec )
        blade_Z[it_sec,i] = z_blade_intp[i]( t_sec )
    
    for i in range( 0, n_mean ):
        mean_X[it_sec,i] = x_mean_intp[i]( t_sec )
        mean_Y[it_sec,i] = y_mean_intp[i]( t_sec )
        mean_Z[it_sec,i] = z_mean_intp[i]( t_sec )
    print "Section ", it_sec, t_sec
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    chord = 0.0
    for i in range( 1, n_mean ):
        chord += sqrt( (mean_X[it_sec,i] - mean_X[it_sec,i-1])**2 + (mean_Y[it_sec,i] - mean_Y[it_sec,i-1])**2 + (mean_Z[it_sec,i] - mean_Z[it_sec,i-1])**2 )
    print chord
    # the first layer is the outer fluid "boundary layer"
    layer_height[it_sec] = chord * 0.015
    print "    dist_BL[ 0] = ", layer_height[it_sec] * ( dist_BL[ 1] - dist_BL[ 0] )
    print "    dist_BL[-1] = ", layer_height[it_sec] * ( dist_BL[-1] - dist_BL[-2] )
#===============================================================================
#Outer layers normal to blade in Shroud and Hub
#-------------------------------------------------------------------------------
outer_layer_X = zeros( ( nt, n_blade ) )
outer_layer_Y = zeros( ( nt, n_blade ) )
outer_layer_Z = zeros( ( nt, n_blade ) )







sx = zeros( nt )
sy = zeros( nt )
sz = zeros( nt )
for it_sec in range( 0, nt ):    
    u[it_sec] = AdimCurveLength3D(blade_X[it_sec], blade_Y[it_sec], blade_Z[it_sec] )
    blade_spline_make_X.append( spline.cspline_periodic( len( u[it_sec] ) ) )
    blade_spline_make_Y.append( spline.cspline_periodic( len( u[it_sec] ) ) )
    blade_spline_make_Z.append( spline.cspline_periodic( len( u[it_sec] ) ) )
    blade_spline_make_X[it_sec].init( u[it_sec], blade_X[it_sec] )
    blade_spline_make_Y[it_sec].init( u[it_sec], blade_Y[it_sec] )
    blade_spline_make_Z[it_sec].init( u[it_sec], blade_Z[it_sec] )
    blade_spline_X.append( blade_spline_make_X[it_sec].eval_vector( u[it_sec] ) )
    blade_spline_Y.append( blade_spline_make_Y[it_sec].eval_vector( u[it_sec] ) )
    blade_spline_Z.append( blade_spline_make_Z[it_sec].eval_vector( u[it_sec] ) )
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for i in range( 0, n_blade ):
   for it_sec in range( 0, nt ):
     sx[it_sec] = blade_spline_X[it_sec][i]
     sy[it_sec] = blade_spline_Y[it_sec][i]
     sz[it_sec] = blade_spline_Z[it_sec][i]
   del it_sec
   t_lst = AdimCurveLength3D( sx, sy, sz )
   sx_spline = spline.linear( len( t_lst ) )
   sy_spline = spline.linear( len( t_lst ) )
   sz_spline = spline.linear( len( t_lst ) )
   sx_spline.init( t_lst, sx )
   sy_spline.init( t_lst, sy )
   sz_spline.init( t_lst, sz )
   for it_sec in range( 0, nt ):
     nx_xi = blade_spline_make_X[it_sec].eval_deriv( u[it_sec,i] )
     ny_xi = blade_spline_make_Y[it_sec].eval_deriv( u[it_sec,i] )
     nz_xi = blade_spline_make_Z[it_sec].eval_deriv( u[it_sec,i] )
     norm = math.sqrt( nx_xi*nx_xi + ny_xi*ny_xi + nz_xi*nz_xi )
     nx_xi /= norm
     ny_xi /= norm
     nz_xi /= norm
     
     nsx_zeta = sx_spline.eval_deriv( t_lst[it_sec] )
     nsy_zeta = sy_spline.eval_deriv( t_lst[it_sec] )
     nsz_zeta = sz_spline.eval_deriv( t_lst[it_sec] )
     norm = math.sqrt( nsx_zeta*nsx_zeta+nsy_zeta*nsy_zeta+nsz_zeta*nsz_zeta )
     nsx_zeta /= norm
     nsy_zeta /= norm
     nsz_zeta /= norm
     nx_eta = -nz_xi * nsy_zeta + ny_xi * nsz_zeta
     ny_eta =  nz_xi * nsx_zeta - nx_xi * nsz_zeta
     nz_eta = -ny_xi * nsx_zeta + nx_xi * nsy_zeta
     norm = math.sqrt( nx_eta*nx_eta + ny_eta*ny_eta + nz_eta*nz_eta )
     nx_eta /= norm
     ny_eta /= norm
     nz_eta /= norm
     nx_zeta = -nz_eta * ny_xi + ny_eta * nz_xi
     ny_zeta =  nz_eta * nx_xi - nx_eta * nz_xi
     nz_zeta = -ny_eta * nx_xi + nx_eta * ny_xi
     
     x_0 = blade_spline_X[it_sec][i]     
     y_0 = blade_spline_Y[it_sec][i]
     z_0 = blade_spline_Z[it_sec][i]
     if it_sec == 0 and i == n_blade-10:
       x_zeta = sx_spline.eval_vector( t_lst )
       y_zeta = sy_spline.eval_vector( t_lst )
       z_zeta = sz_spline.eval_vector( t_lst )
     xi   =  0.0
     eta  =  layer_height[it_sec]
     zeta =  0.0
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     outer_layer_X[it_sec,i] = xi*nx_xi+eta*nx_eta+zeta*nx_zeta+x_0
     outer_layer_Y[it_sec,i] = xi*ny_xi+eta*ny_eta+zeta*ny_zeta+y_0
     outer_layer_Z[it_sec,i] = xi*nz_xi+eta*nz_eta+zeta*nz_zeta+z_0
#===============================================================================
#Blade BL interpolation in Shroud and Hub
#-------------------------------------------------------------------------------
mblade = n_blade - 1
mlayer = layer_pnts - 1
mt = nt - 1
layer_X = zeros( ( nt, n_blade, layer_pnts ) )
layer_Y = zeros( ( nt, n_blade, layer_pnts ) )
layer_Z = zeros( ( nt, n_blade, layer_pnts ) )
for it_sec in range( 0, nt ):
  print "GRID Boundary Layer", it_sec
  ux = blade_spline_X[ it_sec ]
  uy = blade_spline_Y[ it_sec ]
  uz = blade_spline_Z[ it_sec ]
  nx = outer_layer_X[ it_sec ]
  ny = outer_layer_Y[ it_sec ]
  nz = outer_layer_Z[ it_sec ]
  ##------------------------------------------------------------------------------
  for i in range( 0, n_blade ):
    layer_X[it_sec,i,0] = ux[i]
    layer_Y[it_sec,i,0] = uy[i]
    layer_Z[it_sec,i,0] = uz[i]
    layer_X[it_sec,i,mlayer] = float( nx[i] )
    layer_Y[it_sec,i,mlayer] = float( ny[i] )
    layer_Z[it_sec,i,mlayer] = float( nz[i] )
  ##----------------------------------------------------------------------------
  ## interpolate
  for i in range( 0, n_blade ):
    x0 = layer_X[it_sec,i,0]
    y0 = layer_Y[it_sec,i,0]
    z0 = layer_Z[it_sec,i,0]
    xl = layer_X[it_sec,i,mlayer]
    yl = layer_Y[it_sec,i,mlayer]
    zl = layer_Z[it_sec,i,mlayer]
    for j in range( 0, layer_pnts ):
      om = dist_BL[j]
      mo = 1.0 - om
      layer_X[it_sec,i,j] = x0 * mo + xl * om
      layer_Y[it_sec,i,j] = y0 * mo + yl * om
      layer_Z[it_sec,i,j] = z0 * mo + zl * om
